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Vorbemerkungen

Dieses Skript enthélt den von mir gehaltenen Teil der Vorlesungen iiber “Spezielle Methoden der Sta-
tistik” und “Molekulare Evolution” im Rahmen des Bioinformatik-Kurses der Akademie fiir Weiter-
bildung der Universitdten Heidelberg und Mannheim, und dariiber hinaus einige zusétzliche Informa-
tionen. Die hier behandelten Themen waren auch Teil der Vorlesung “Algorithmische Bioinformatik”
im Wintersemester 2002/03 an der Freien Universitét Berlin.

Im Vordergrund steht die schnelle Vermittlung der wichtigen Begriffe und Methoden. Manche
Resultate werden nur erwihnt, aber weder bewiesen noch vertieft. Wer sich néher mit einem Thema
befassen mochte, sollte die entsprechenden Kapitel in den folgenden Lehrbiichern anschauen.

e Eine anschauliche und wenig voraussetzende Einfiirung in viele Gebiete der Bioinformatik (und
damit auch in das bendtigte statistische Wissen) ist: David W. Mount. Bioinformatics — Sequence
and Genome Analysis. Cold Spring Harbor Laboratory Press. Fiir den eiligen Leser ist dieses
Buch allerdings etwas zu textlastig.

e Etwas abstrakter geht es zu in: Richard Durbin, Sean Eddy, Anders Krogh, and Graeme Mit-
chison. Biological Sequence Analysis. Cambridge University Press. Insbesondere die in meinem
Skript knappe Diskussion iiber HMMs ist dort sehr gut gelungen.

e Wer sich weitergehender mit statistischen Methoden in der Bioinformatik beschéftigen will,
sollte auf jeden Fall einen Blick werfen auf: Warren J. Ewens and Gregory R. Grant. Statistical
Methods in Bioinformatics — An Introduction. Springer-Verlag. Leider ist dieses Buch etwas
uniibersichtlich und mithsam zu lesen wegen vieler Querreferenzen.

Fiir Hinweise iiber Fehler oder Unklarheiten in diesem Skript bin ich jederzeit dankbar.
- Sven Rahmann
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1 Theorie: Markovketten

1.1 Grundlagen

Markovketten sind vielseitige stochastische Prozesse. In der Bioinformatik sind sie in mindestens drei
verschiedenen Bereichen von Bedeutung.

1. Modellierung von Sequenzevolution
2. Modellierung von Zufallsequenzen (als sogenannte Nullmodelle)

3. Grundlage fiir HMMs (Hidden-Markov-Modelle), die in der Sequenzanalyse unentbehrlich ge-
worden sind.

Eine Markovkette beschreibt eine Grofle, die mehrere Zustdnde annehmen kann, im Verlauf der Zeit.
Man ist daran interessiert, wie sich der Zustand im Laufe der Zeit verindert. Die Uberginge zwi-
schen den Zustdnden werden stochastisch modelliert. Die grundlegende Eigenschaft der Markovketten
ist dabei die Geddchtnislosigkeit (oder Markov-Eigenschaft) der Zustéinde. Das heiBt, die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten von einem Zustand in den néchsten hingen nur vom derzeitigen Zustand ab,
nicht aber von vorherigen.

Beispiel 1.1. Wir betrachten ein Nukleotid an einer festen Position in einer Sequenz im Laufe der
Evolution. Die méglichen Zustédnde sind also A,G,C,T. Als Zeiteinheit wihlen wir beispielsweise eine
Million Jahre. Im Ausgangszustand liege ein A vor. Den Prozess beschreiben wir durch folgende
Ubergangswahrscheinlichkeiten: Wenn zur Zeit ¢ ein bestimmtes Nukleotid vorliegt, so liegt zur Zeit
t + 1 dasselbe Nukleotid mit Wahrscheinlichkeit 0.97 vor, und eines der drei anderen jeweils mit
Wahrscheinlichkeit 0.01.

Die Daten werden in der sogenannten Ubergangsmatriz P zusammengefasst.

—-A -G -C =T

A— 097 0.01 0.01 0.01

P=| G— 0.01 097 0.01 0.01
C— 0.01 0.01 097 o0.01

T— 0.01 0.01 0.01 0.97

Die Reihenfolge der Nukleotide spielt im Prinzip keine Rolle. Wir wéhlen die von der alphabetsichen
Ordnung abweichende Reihenfolge AGCT, weil sie die Purine AG von den Pyrminidinen CT trennt.
Die gewéhlte Reihenfolge muss jedoch fiir Zeilen und Spalten dieselbe sein.

Ubung 1. Diskutieren Sie die Annahme, dass die Markoveigenschaft im Rahmen der Sequenzevolution
gilt.

Das Beispiel zeigt: Um eine Markovkette zu beschreiben, brauchen wir eine Reihe von Daten.

Definition 1.2 (Stochastischer Prozess). Ein stochastischer Prozess ist eine Zufallsvariable X ()
im Verlauf der Zeit t. Die Zufallsvariable nimmt zu jeder Zeit Werte aus einem vorgegebenen Zustands-
raum X an. In den folgenden Betrachtungen ist dieser stets endlich und besteht aus n Zusténden, die
wir oft einfach mit {1,2,...,n} bezeichnen (z.B. A=1, G=2, C=3, T=4). Die Zeit ist entweder diskret
(t =0,1,2,...) oder stetig (¢ > 0). Wahrscheinlichkeits-Aussagen iiber X (t) schreiben wir mit dem
Symbol P; beispielsweisel bedeutet P(X (0) = A) die Wahrscheinlichkeit, dass A das Startsymbol ist.

Definition 1.3 (Markovkette). Eine (zeitdiskrete und homogene) Markovkette ist ein stochastischer
Prozess, der vollstindig durch eine Startverteilung ©® auf X und eine Ubergangsmatriz P zwischen



den Zusténden gegeben ist. Der Wert P;; gibt die bedingte Wahrscheinlichkeit an, zum néchsten Zeit-
punkt in Zustand j zu landen, wenn ¢ der jetzige Zustand ist. Insbesondere ist diese Wahrscheinlichkeit
unabhéngig von weiter zuriickliegenden Zustédnden (Gedéchtnislosigkeit).

Py =B(X(t+1) = | X(t) =)

Ubung 2. Zeigen Sie, dass die Zeilensummen der Matrix P stets 1 ergeben miissen. Eine solche
Matrix heilt auch stochastische Matriz.

Verteilungen stellen wir grundsétzlich als Zeilenvektoren dar. In diesem Sinne ist eine Verteilung
auf n Zustédnden ein Zeilenvektor der Ldnge n mit nichtnegativen Eintrégen, die sich zu 1 summieren.
Die i-te Zeile von P gibt die Verteilung des ndchsten Zustandes an, wenn die Kette gegenwértig im
Zustand 1 ist.

Die Beschreibung von zeitstetigen Markovketten (wir nennen sie Markovprozesse) lédsst sich nicht
mit einer schrittweisen Ubergangsmatrix bewerkstelligen. Hier ist mehr Werkzeug aus der Analysis
erforderlich. Wir kommen unten darauf zuriick.

Wir haben homogene Markovketten definiert, d.h., die Ubergangsmatrix bleibt zu jeder Zeit diesel-
be. Es lassen sich auch nichthomogene Markovketten definieren; diese sind allerdings weniger wichtig.
Wir werden sie nicht betrachten.

1.2 Typische Fragestellungen

Typische Fragestellungen im Zusammenhang mit Markovketten sind:

Problem 1.4. “Heute steht hier ein A, was steht dort vermutlich in 10 Millionen Jahren?” Also:
Gegeben X (t) = i, wie ist die Verteilung von X (t+ k) fiir ein k& > 1? Oder anders gefragt: Gegeben die
1-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten P;;, was sind die k-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten

(k)
P

Problem 1.5. “Wie héaufig sieht man im Mittel jedes Nukleotid A,C,G,T?” Hier wird nach der Zu-
standsverteilung im Zeitmittel gefragt. Oft ist diese Frage dquivalent zur Frage nach einer stationédren
Verteilung, d.h., einer Verteilung 7, die sich durch Anwenden der Ubergangsmatrix P nicht dndert.

Problem 1.6. “Das Modell sieht sehr symmetrisch aus. Sind Mutationswahrscheinlichkeiten nicht
eher unterschiedlich fiir Transitionen/Tranversionen?” Woher kommen die Ubergangswahrscheinlich-
keiten, d.h., wie findet man die Parameter des Markovmodells, wenn (eine) Beobachtungsreihe(n) von
Zusténden gegeben sind?

Wahrend sich die beiden ersten Fragen aus den Modellparametern heraus beantworten lassen,
bezieht sich diese Frage auf die Schitzung eines Modells aus beobachteten Daten. Wir wollen die
aufgeworfenen Probleme fiir Markovketten 16sen; zunéchst Problem 1.4.

Ubung 3. Uberlegen Sie sich, wie wohl sinnvollerweise P(9) | die Matrix der 0-Schritt Ubergangswahr-
scheinlichkeiten, aussieht.

Berechnung der Mehr-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten. Fangen wir mit 2 Schritten
an. Um in 2 Schritten von i nach j zu kommen, muss man im ersten Schritt von ¢ irgendwohin (sagen
wir, nach y), und dann im zweiten Schritt von y nach j gelangen. Man kann iiber jedes y gehen, und



wenn man erst einmal nach y gelangt ist, ist es wegen der Gedéchtnislosigkeit unerheblich, dass man
vorher in ¢ war. Es folgt:

also o
2
F; Z Py
oder geschrieben als Matrixmultiplikation,
pP®=p.p=Pp
Analog lisst sich P®*) durch Matrixmultiplikation von P*~1) und P berechnen.

Z PPy oder P® =pl-.p=pk

die k-te Potenz von P.
Ubung 4. Berechnen Sie die 10-Schritt Ubergangsmatrix im obigen Evolutionsbeispiel.

0.7486 0.0838 0.0838 0.0838
0.0838 0.7486 0.0838 0.0838
0.0838 0.0838 0.7486 0.0838
0.0838 0.0838 0.0838 0.7486

PO

Das Nuktleotid, das ich heute beobachte, steht auch in 10 Millionen Jahren mit einer Wahrscheinlich-
keit von 74.86% noch dort; das heifit nicht, dass es sich im Laufe dieser Zeit nicht mehrfach geéindert
haben kann.

Jetzt wird es ein wenig abstrakter. Angenommen, wir kénnen das Nukleotid nicht direkt beobachten
und wissen beispielsweise nur, dass es sich um ein Purin (A oder G) handelt. Mit gleicher Wahrschein-
lichkeit liegt ein A oder ein G vor. Der momentane Zustand ldsst sich also nicht durch ein Zustandssym-
bol, sondern nur durch eine Zustandsverteilung 7 beschreiben, hier 7(?) = (0.5,0.5,0,0). Vollsténdig
charakterisierte Zusténde sind spezielle Verteilungen (sogenannte Dirac-Mafe, z.B. T=(0,0,0,1)).

Wir fragen wieder: Wie sieht mit dieser Information die Nukleotidverteilung nach 10 Millionen
Jahren aus? Fiir Dirac-Mafle erhalten wir die Antwort unmittelbar aus der entsprechenden Zeile von
PO Jetzt liegt eine “gewichtete Mischung” (das Fachwort lautet K onvezkombination) von Zusténden
vor, und es ist inuitiv, dass sich die gesuchte Verteilung als gewichtete Summe iiber die Zeilen von
PU0) berechnen lisst. Das folgt aus dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.

Allgemein sei 7% die Verteilung nach & Schritten, wobei 7(9) die Startverteilung ist. Dann gilt

_ 0) . plk)
=2 m By
oder als Zeilenvektor-Matrix-Multiplikation geschrieben,

20 — (0 . plk).



In unserem Beispiel erhalten wir

0.7486 0.0838 0.0838 0.0838
0.0838 0.7486 0.0838 0.0838
0.0838 0.0838 0.7486 0.0838
0.0838 0.0838 0.0838 0.7486

(0.5,0.5,0,0) - = (0.4162,0.4162,0.0838, 0.0838).

Ubung 5. Zeigen Sie: Ist 7 eine Verteilung und P eine stochastische Matrix, so ist auch 7 - P eine
Verteilung. Sind P und @ stochastische Matrizen, so ist auch P - @ eine stochastische Matrix. (Tipp
fiir den ersten Teil: Sei 7 := 7 - P. Man muss zeigen, dass die Komponenten von 7 nichtnegativ sind
und sich zu 1 summieren unter der Voraussetzung, dass dasselbe fiir 7 und jede Zeile von P gilt.)

Zusammenfassend halten wir fest: Die k-Schritt Ubergangsmatrix P*) iiberfiihrt eine Zustands-
verteilung () zum Zeitpunkt ¢ in die daraus folgende Zustandsverteilung 7% zum Zeitpunkt ¢ + k.
Dies geschieht einfach durch Matrixmultiplikation von rechts,

20 plk) — (t+k)

Es gilt auch die sogenannte Chapman-Kolmogorov-Gleichung
pG) . pt) — pls+t).

Statt nacheinander einen Zeit-s- und einen Zeit-t-Ubergang zu betrachten, kann man einen einzigen
Zeit-(s + t)-Ubergang betrachten.

Stationdre Verteilungen. Um Problem 1.5 anzugehen, miisste man eine ganze Menge mathema-
tischer Theorie behandeln. Uns geniigt aber fiir die meisten Anwendungen das folgende Ergebnis, das
wir nicht beweisen wollen.

Satz 1.7. Gibt es ein t, so dass Pl-(;) > 0 fir alle 7,7 ist (in der Regel gilt das bei unseren Anwen-
dungen schon fiir t = 1, d.h., alle Ubergiinge sind in einem Schritt moglich), dann existiert genau eine
Verteilung 7, die unter der Ubergangsmatrix invariant ist, d.h., fiir die 7 - P = 7 gilt. In diesem Fall
heif3t = die stationdre Verteilung zu P.

Unabhiingig von der Startverteilung 7(%) konvergiert die Verteilung nach ¢ Schritten 7() = 7(0). pt
gegen 7 fiir t — oco. Es gilt also

lim P = fiir alle i.

Die stationdre Verteilung ist damit auch die Verteilung im Zeitmittel.

Zur Bestimmung von 7 muss man also im allgemeinen die Gleichung 7w- P = 7w oder 7w+ (P —1d) =0
oder
(P -1 - 7T =0

losen (das hochgestellte T' bedeutet “transponiert”).

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten (den Eintrégen von 7). Allerdings miissen
sich diese zu 1 summieren, d.h., man hat eigentlich nur n — 1 Unbekannte. Das ist gut so, denn die
Koeffizientenmatrix (P — Id)” hat auch nur den Rang n — 1. Das heifit, man kann eine beliebige
Zeile der Matrix streichen und durch die Nebenbedingung ersetzen. Im Evolutionsbeispiel ergibt

sich
—0.03 001 0.01 0.01 A 0
0.0l —0.03 0.01 0.01 e | |0 o
0.0l 001 —003 001 | | mc || 0| Z m=1
0.0l 0.0l 0.01 -0.03 T 0 !



oder

—0.03 0.0l 0.01 0.01 A 0
0.0l —0.03 0.01 0.01 e | | O
001 001 —003 001 | | =¢ | | ©

1 1 1 1 T 1

Wir wollen uns jedoch nicht zu sehr mit dem Losen linearer Gleichungssysteme befassen und
begniigen uns im weiteren mit dem folgenden wichtigen Resultat.

Satz 1.8. Ist die Ubergangsmatrix P symmetrisch, so ist die Gleichverteilung stationir.

Der Beweis ist sehr einfach: Es sei 7 die Gleichverteilung mit m; = 1/n fiir alle i. Wir betrachten
das j-te Element von 7 - P. Esist (7- P); =), m Py =1/n ), Py =1/n ), P; = 1/n fir alle j,
also ist m - P wieder die Gleichverteilung.

Parameterschitzung in Markovketten. Wir kommen jetzt zu Problem 1.6. Angenommen, wir
beobachten nacheinander folgende Zustéinde (jeweils im Abstand einer Zeiteinheit):

AAGGATAATCCGTCCAAACCCATCTTCCCCGGAATGCGTTGGGAA
Wir wollen die Startverteilung, die stationiire Verteilung und die Ubergangsmatrix schiitzen.

e Die Startverteilung kann aus dieser einen Reihe schlecht geschétzt werden. Man konnte A als
festen Startpunkt wiihlen, also 7(0) = (1,0,0,0), oder aber aufgrund von Informationsmangel
sich fiir die Gleichverteilung 7(®) = (1/4,1/4,1/4,1/4) entscheiden oder stationér starten, d.h.,
die stationdre Verteilung als Startverteilung wéhlen.

e Die stationére Verteilung lasst sich am einfachsten durch Zéhlen schéitzen. Das obige Beispiel hat
eine Linge von 45. Wir beobachten 13 mal A, 10 mal G, 13 mal C, und 9 mal T, also schitzen
wir

(B3O

~ \457457 45745
Diese Schitzung beruht auf der Annahme, dass die beobachteten Daten von Anfang an von dem
stationdren Prozess generiert wurden.

) ~ (0.2889,0.2222,0.2889, 0.2000).

e Auch die 16 moglichen Ubergiinge lassen sich einfach schétzen, indem man sie zihlt. Als Anzahlen

erhalt man:
—-A -G —-C —T

A— 6 1 1 4

C— 2 3 7 1
T— 1 2 4 2

— A — G — C — T
A— 0.5000 0.0833 0.0833 0.3333
P = G— 0.3000 0.4000 0.1000 0.2000
C— 0.1538 0.2308 0.5385 0.0769
T— 0.1111 0.2222 0.4444 0.2222

Aus diesem geschétzten P ldsst sich wiederum die zugehorige stationdre Verteilung berechnen.
Man erhélt
7~ (0.2727,0.2273,0.2955, 0.2045).

Diese Schitzung entspricht ungefihr, aber nicht genau, der obigen.



Es lésst sich zeigen, dass das genannte Schéitzverfahren fiir P der Maximum-Likelihood-Schétzer ist.
Es ist jedoch iiblich, zusétzlich zu den beobachteten Ubergéngen sogenannte Pseudo-Counts hinzuzu-
addieren, z.B. um Nullen in der Ubergangsmatrix zu vermeiden.

Ubung 6. Eine andere denkbare Schitzmethode fiir P ist, statt der direkten Ubergéinge die 2-Schritt
Ubergiinge zu zihlen. Dies liefert eine direkte Schitzung fiir P(?). Man kénnte versuchen, daraus P
zu bestimmen. Diskutieren Sie mogliche Vor- und Nachteile dieser Methode.

2 Anwendung: Sequenzmodellierung

Markovketten werden nicht nur zur Modellierung von Evolution, sondern auch zur “horizontalen”
DNA- oder Protein-Sequenzmodellierung eingesetzt. Dabei entspricht der “Zeit”-Parameter ¢ der Po-
sition in der Sequenz.

Der Gedanke ist dabei meist folgender: Man hat Beispielsequenzen, in denen ein bestimmtes Signal
auftritt (Positivbeispiele). Dieses Signal ist oft stochastischer Natur, etwa ein Sequenzprofil (engl.
Profile). Mit Hilfe der Positivbeispiele wird ein Algorithmus entwickelt, der dieses Signal detektieren
kann. Der Algorithmus bekommt als Eingabe eine unbekannte Sequenz und liefert als Ausgabe eine
Entscheidung, ob das Signal in der Sequenz entdeckt wurde, oder die Positionen, an denen das Signal
auftritt. In den meisten Féllen berechnet der Algorithmus eine Punktzahl oder einen Score, anhand
dessen die Entscheidung getroffen wird. Natiirlich fithren aber auch zufillig ausgewiirfelte Sequenzen
zu einer Punktzahl; in den meisten Féllen sollte diese deutlich niedriger als bei den echten Signalen
sein. Das heif}t, ist der Score grofler als ein Schwellenwert ¢, so entscheidet man sich fiir die Prasenz
des Signals, ansonsten dagegen. Man steht dabei vor dem Problem, dass man den Schwellenwert ¢
verniinftig wéhlen muss. Er sollte hoch genug sein, so dass die Scores der meisten zufilligen Sequenzen
kleiner als ¢ sind und die Scores der meisten echten Signale gréfler als ¢ sind. Die zweite Bedingung
lésst sich schwer iiberpriifen, weil man ja davon ausgeht, dass man viele Instanzen der Signale noch gar
nicht kennt und nur wenige Beispiele hat. Zufillige Sequenzen kann man sich dagegen leicht beschaffen.
Die Frage ist nur, nach welchem Modell?

Hier kommt die Sequenzmodellierung durch Markovketten ins Spiel. Aus den Positivbeispielen
schitzt man zunéchst ein Markov-Modell. Dieses wird dann zur Generierung oder Analyse neuer
zufélliger Sequenzen verwendet. Da man eine einmal geschétzte Markovkette dazu benutzen kann,
neue Sequenzen zu generieren, spricht man auch von einem generativen Modell. Die so generierten
Sequenzen sind mit den urspriinglichen nicht verwandt, entsprechen aber in der Komposition ihren
Vorbildern. Insbesondere werden die Paarhaufigkeiten bis auf zufiillige Schwankungen erhalten. Die
Zufallssequenzen benutzt man wie oben angedeutet als Negativbeispiele. Sie enthalten in der Regel
nicht dasselbe Signal wie die Positivbeispiele, aus denen sie generiert wurden, behalten aber ansonsten
viele Eigenschaften. Man kann jetzt viele solcher Negativbeispiele erzeugen und den Schwellenwert so
wihlen, dass z.B. nur 0.1% der Negativbeispiele einen hohere Score erreichen. So kann man effek-
tiv falsch positive Signaldetektion ausschlielen, aber schlecht kontrollieren, wie viele Sequenzen man
falschlich als negativ klassifiziert.

Ubung 7. Ein noch einfacheres Modell fiir zuféllige Sequenzen besteht darin, jede Position unabingig
von der vorhergehenden nach einer festen Verteilung auszuwiirfeln. Man spricht von einem iid Modell
(independently identically distributed = unabhiingig und identisch verteilt). Ein iid Modell lisst sich
auch als spezielle Markovkette darstellen. Wie sieht P in diesem Fall aus?

Wir betrachten noch ein zweites Beispiel fiir Sequenzmodellierung aus der Genomanalyse. Wenn
man bei einem Organismus schon einen Teil der Gene annotiert hat und Exons und Introns kennt,
kann man getrennt flir Exons und Introns je eine Markovkette schéitzen. Ist ein Stiick unannotierte
DNA gegeben, kann man einfach testen, welches der beiden Modelle besser passt. Man rechnet fiir



beide Modelle die Wahrscheinlichkeit aus, gerade dieses Stiick zu generieren. Ist die Wahrscheinlichkeit
im Intron-Modell wesentlich héher, wird man dieses Stiick daraufhin als Intron klassifizieren. Zugege-
benermafien ist diese Methode fiir eine realistische Anwendung viel zu grob, aber in den Anfangszeiten
der Sequenzanalyse wurden solche Verfahren durchaus eingesetzt.

3 Anwendung: Hidden Markov Modelle (HMMs)

Hidden Markov Modelle (HMMs) wurden Mitte der neunziger Jahre in der Bioinformatik populér; ei-
gentlich stammen sie aus der Spracherkennung. Die Idee ist ebenso einfach wie méchtig: Beim Schéitzen
der Parameter einer Markovkette sind wir davon ausgegangen, dass wir den Zustand direkt beobach-
ten konnten. Bei HMMs trennt man zwischen den eigentlichen Zustédnden (states) der Kette und
den beobachtbaren Symbolen (observables / symbols). Dadurch entstehen neue Probleme, aber auch
neue Moglichkeiten, insbesondere das “Parsen” einer Sequenz von Beobachtungen in eine Sequenz von
Zusténden. Zusitzlich zu den von der einfachen Markovkette bekannten Ubergangswahrscheinlichkei-
ten zwischen den Zusténden gibt es jetzt sogenannte Emissionswahrscheinlichkeiten fiir jeden Zustand,
d.h. eine Verteilung auf den beobachtbaren Symbolen.

Wichtig in Zusammenhang mit HMMs ist vor allem zu sehen, dass sie wie geschaffen fiir die
biologische Sequenzanalyse sind, insbesondere durch das Parsing (Problem 3.2). Sobald man ein Modell
fiir bestimmte Signale oder Sequenzbereiche hat, kann man diese in einem oder in mehreren Zustédnden
des HMMs kodieren und dann Signale in neuen Seuqgenzen iiber das Parsing aufspiiren.

Ein gutes Beispiel ist TMHMM, ein Programm zur Vorhersage von Transmembranhelices in Pro-
teinsequenzen. Fiir eine Proteinsequenz gibt es drei Zusténde: I (inside the cell), T (transmembrane
helix), und O (outside the cell)!. In jedem Zustand kann im Prinzip jede Aminosiure vorkommen, nur
mit teilweise sehr unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten. Auflerdem werden die Uberginge zwischen
den Zustinden geschickt modelliert: Die Ubergangswahrscheinlichkeit T—T ist z.B. so gewiihlt, dass
die sich ergebende durchschnittliche Verweildauer in T der durchschnittlichen Lénge einer Transmem-
branhelix entspricht. Man kann nun auf der Webseite http://www.cbs.dtu.dk/services/TMHMM/
eine Proteinsequenz eingeben und erhilt einen Parse in die unterschiedlichen Regionen.

Typische Problemstellungen bei HMMs sind:

Problem 3.1. Gegeben ein HMM, eine Zustandssequenz und eine Beobachtungssequenz, berechne
die gemeinsame Wahrscheinlichkeit dieser Zustdnde und Beobachtungen.

Problem 3.2. Gegeben ein HMM und eine Sequenz aus beobachteten Symbolen, welches ist die
plausibelste Zustandssequenz (Maximum-Likelihood)?

Problem 3.3. Gegeben mehrere mit Zustandssequenzen annotierte Beobachtungssequenzen, schitze
die Modellparameter (die Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Emissionswahrscheinlichkeiten).

Problem 3.4. Gegeben mehrere unannotierte Beobachtungssequenzen, schétze die Modellparameter.

Wir gehen hier nicht ndher darauf ein, aber fiir jedes der genannten Probleme gibt es in der
Literatur bekannte Algorithmen. Problem 3.1 ist mehr oder weniger trivial. Fiir Problem 3.2 gibt es
einen dynamic programming Algorithmus (Viterbi-Algorithmus). Problem 3.3 lisst sich leicht durch
Zihlen der Ubergéinge und zustandsspezifischen Emissionssymbole losen. Problem 3.4 ist schwierig: In
der Regel startet man mit irgendeiner Modellvorstellung und iteriert dann die Verfahren zur Losung
der Probleme 3.2 und 3.3, bis das Modell konvergiert. Diese Algorithmen und Anwendungen werden
im Modul “Sequenzanalyse” genauer besprochen.

In Wirklichkeit ist die Modellierung um einiges komplexer!
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4 Theorie: Markovprozesse

4.1 Grundlagen

Wir definieren Markovprozesse als Markovketten mit stetigem Zeitparameter. Diese Modellierung
ist oft realistischer als iiber Markovketten, benotigt aber tiefergehende mathematische Theorie. Die
Hauptanwendung, auf die wir spéter genauer eingehen, sind Aminoséduresubstitutionsprozesse (Pro-
teinevolution) und DNA-Evolution. Dabei nehmen wir an, dass sich alle Aminosduren voneinander
unabhiingig entwickeln und das der Prozess (also die Ratenmatrix) an jeder Stelle gleich ist. Das
heif3t, wir betrachten nur eine einzelne Aminosiure im Laufe der Zeit.

Anmerkungen: (a) Die Unabhingigkeitsannahme ist hier mit Sicherheit das groite Problem, was
Realismus angeht. Diese Annahme findet sich aber immer wieder, z.B. auch beim Sequenzalignment
(BLAST, Smith-Waterman-Algorithmus), in dem jede Spalte des Alignments einzeln und unabhéngig
von den anderen bewertet wird. (b) Die Annahme, dass der Prozess iiberall gleich aussieht, ldsst
sich dadurch umgehen, dass wir verschiedene Prozesse jeweils fiir bestimmte strukturelle Abschnitte
betrachten (a-Helix, 3-Sheet, 0.d.).

Bei zeitstetigen Markovprozessen gibt es keine “kleinste Zeiteinheit”, auf die man sich beziehen
konnte. Daher beschreibt man den Prozess mit Hilfe der Analysis infenitesimal. Wenn {iberhaupt keine
Zeit vergeht, kénnen auch keine Ubergiinge stattfinden. Daher gilt stets P(9) = Id, die Einheitsmatrix.
Fiir sehr kleine Zeitrdume h kann man annehmen, dass sich die Wahrscheinlichkeiten in P nahezu
linear mit A &ndern. Wir kénnen also

PM ~1d+hQ  (h klein)

schreiben. Dabei ist Q die Matrix der Anderungsraten von P") zum Zeitpunkt h = 0. Genauer

Es stellt sich heraus, dass man mit () bereits den gesamten Prozess beschrieben hat. Man nennt () die
Ratenmatriz des Prozesses.

Lemma 4.1. Die Ratenmatrix besitzt folgende Eigenschaften.
o Q;; >0 fiiri##jund Qi <0
e > Qij=0oder Qi =—3 . Qi
e [st 7 stationdre Verteilung, gilt 7 - @ = 0.
Ubung 8. Begriinden Sie die in Lemma 4.1 genannten Eigenschaften von Q.

Die Ratenmatrix @ definiert implizit eine Zeiteinheit. Ersetzt man @ durch 2Q), ist eine Einheit
danach doppelt so lang. Das heifit, Q) und 2@ beschreiben im Grunde denselben Prozess, nur auf einer
anderen Zeitskala. Wir miissen daher eine Zeiteinheit festlegen.

Definition 4.2 (Die Zeiteinheiten PEM und PAM).

PEM Ein PEM (percent of expected mutations) ist die Zeit, in der pro hundert Sites ein Ubergang
(“Mutation”) erwartet wird.

Bei gegebener Ratenmatrix () erwartet man pro Zeiteinheit

EI:ZMZQ@' = —ZﬂiQn’

i i i

Ubergénge pro Site. Man sagt, Q ist auf 1 PEM kalibriert, wenn E = 1/100 gilt.
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PAM Ein PAM (percent of accepted mutations) ist die Zeit, nach der sich im Erwartungswert eine
von hundert Sites verdndert hat.

Bei gegebener Zeit-1 Ubergangsmatrix P erwartet man

Py n YR =1 Y nn
i G i

verdnderte Sites nach einer Zeiteinheit. Man sagt, P (und die dazugehorige Ratenmatrix Q) ist

auf 1 PAM klaibriert, wenn E' = 1/100 gilt.

Leider ist @ aus P oft nur numerisch berechenbar. Daher ist die Zeiteinheit 1 PAM unpraktischer als
1 PEM, wenn man mit stetigen Prozessen rechnet. Dagegen ist 1 PAM die natiirliche Zeiteinheit, wenn
man mit zeitdiskreten Ketten rechnet. Der Unterschied ist folgender: Wenn beispielsweise wihrend
einer Zeiteinheit A nach C und zuriick nach A mutiert, sind dies zwei Mutationen (im Sinne von PEM),
aber nach Ablauf der Zeiteinheit wird keine Mutation beobachtet (im Sinne von PAM liegen also 0
Mutationen vor). Es folgt, dass 1 PEM eine etwas kiirzere Zeiteinheit als 1 PAM ist. Die Bezeichnung
PEM ist {ibrigens nicht sehr iiblich; leider wird oft beides mit PAM bezeichnet. Die Bezeichnung PEM
wurde hier gewéhlt, um Verwechselungen zu vermeiden.

Es muss betont werden, dass man keinen festen Bezug zwischen PEM/PAM und Realzeit her-
stellen kann. Die definierten Einheiten messen eine “Menge an Evolution”, keine physikalische Zeit.
Den Umrechnungsfaktor konnte man als Fvolutionsgeschwindigkeit bezeichnen: Viele PEM in wenig
physikalischer Zeit bedeuten eine hohe Evolutionsgeschwindigkeit.

Im Rahmen der molekularen Evolution fordern wir insgesamt folgende Eigenschaften von einem
Markovprozess.

Definition 4.3 (7-EMP). Ein zeitstetiger zeithomogener Markovprozess (X¢):>0 auf dem (endlichen)
Zustandsraum X heiit evolutiondrer Markovprozess mit stationdrer Verteilung = (m-EMP), wenn
folgendes gilt:

e Die stationéire Verteilung des Prozesses ist w, und 7 ist die einzige stationére Verteilung.
e Die Startverteilung ist ebenfalls 7; damit ist X (¢) fiir jedes t nach 7 verteilt.

e Die Ratenmatrix () des Prozesses ist auf 1 PEM kalibriert.

e Der Prozess ist zeitreversibel.

Nur der Begriff zeitreversibel wurde noch nicht erklért. Zeitreversibilitat bedeutet, dass der Prozess
derselbe ist, wenn man ihn vorwérts oder riickwirts in der Zeit betrachtet. Das heifit, es muss fiir alle
s,t > 0 und alle 7,j € X eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gelten (sogenannte detailed-
balance-Gleichungen).

P(X(s)=14,X(s+1t)=j)=P(X(s) =7,X(s+1)=1),
m; Pij = 7 Pji,

™ Qij = 7 Qji-

Der Grund fiir diese Forderung ist folgender. Wir betrachten zwei heutige Sequenzen S; und Ss. Diese
haben sich nach unserem Modell vor t Zeiteinheiten aus einem gemeinsamen Vorfahren entwickelt.
Dieser Vorfahr ist aber unbekannt. Um die evolutionédren Ereignisse zu beschreiben, die S7; und Sy
trennen, muss man den Prozess von S7 aus zeitlich riickwérts bis zum gemeinsamen Vorfahren und
von dort aus vorwérts bis Sy betrachten. Die Annahme der Zeitreversibilitidt erlaubt, dies als einen
einzigen Vorwirtspfad der Linge 2¢ zu betrachten (sieche Abbildung 1).
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Abbildung 1: Links: Keine Zeitreversibilitat. Rechts: Zeitreversibilitét.

4.2 Typische Fragestellungen

Problem 4.4. Gegeben @, berechne P(®)| insbesondere P = P().

Man weiff P = 1d, 4 P®)|,_y = @, und P+ = P() . PO, Um P approximativ zu berechnen,
teilen wir das Zeitintervall [0, 1] in m Teilstiicke der Linge h = 1/m. Ist m grofl genug, kénnen wir
P™ ~1d + hQ annehmen, also

Py (10t )~ ep@ (m— o),

Die Matrix exp(Q) heifit Matrizexponential von ). Man kann es formal wie bei reellen Zahlen iiber
die Exponentialreihe berechnen, die sehr gute Konvergenzeigenschaften besitzt:

o k
(@)=Y %
k=0

Problem 4.5. Gegeben P = P(1), berechne die Ratenmatrix Q.

Leider gibt es nicht zu jeder Ubergangsmatrix P eine Ratenmatrix Q. Anders gesagt, nicht jede
(zeitdiskrete) Markovkette lisst sich in einen (zeitstetigen) Markovprozess einbetten. Eine einfache
Charakterisierung der Markovketten, fiir die das moglich ist, ist bis heute nicht bekannt. Man hat
nur die Moglichkeit, numerisch den Matrixlogarithmus ¢ von P zu berechnen. Dabei kann es zwei
Probleme geben. Erstens, es stellt sich heraus, dass dieser nicht existiert, d.h., es gibt keine Matrix ()
mit P = exp(Q). Zweitens, @ existiert, hat aber nicht die Eigenschaften einer Ratenmatrix, sondern
z.B. negative Raten.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass wir nur Markovprozesse mit strikt positiven Raten @;; fiir
i # j betrachten.

Problem 4.6 (Parameterschitzung). Wie schétzt man einen Markovprozess aus gegebenen Daten?
Es ist sinnvoll, hier eine allgemeinere Form der Daten zuzulassen als bei Markovketten. Wir gehen

davon aus, das wir eine Reihe von unabhiingigen Ubergingen i SR J beobachten, d.h., ¢ geht iiber in j
in der Zeit t. Dabei ist unbekannt, ob es bei diesem Ubergang weitere unbeobachtete Zwischenschritte
gibt.

Das Schétzverfahren kann sehr aufwéndig werden. Wir beschreiben hier einen Maximum-Likelihood
Ansatz. Fiir die praktische Durchfithrung wird man auf numerische Optimierungsverfahren zuriickgrei-

fen miissen. Wir gehen davon aus, dass die i- und ¢-Werte in ¢ 4 J gegeben sind und dass die j-Werte
durch den zu schétzenden Prozess generiert wurden. Wenn insgesamt n unabhéngige Beobachtungen

i % Jrk (k=1,...,n) vorliegen, betrégt die Gesamtwahrscheinlichkeit aller Beobachtungen

n

L@Q) = [T P"ip s = T lexp(tr - @lig.ii

k=1 k=1
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Die Eintriige von Q sollen in Ubereinstimmung mit den Eigenschaften von Lemma 4.1 so gewihlt
werden, dass L maximiert wird. Die Abhéngigkeit der Eintrige von exp(t@) von denen von @ ist
jedoch sehr kompliziert.

Problem 4.7 (Zeitschiitzung). Die Modellparameter seien bekannt. Gegeben seien wieder n Uberginge

" BR 7k, sémtlich innerhalb derselben unbekannten Zeit ¢, die zu schétzen ist.

Man verwendet wieder den Maximum-Likelihood Ansatz. Die Wahrscheinlichkeit, alle Ubergéinge
in der Zeit t zu beobachten, ist

L(t) = [ lexp(tQ)]i .-
k=1

Da @ in diesem Fall bekannt ist, kann man einfach exp(¢Q) fiir mehrere Werte von ¢ berechnen,
den obigen Ausdruck fiir L(t) auswerten, und somit ein ¢ finden, das ihn maximiert. Im Falle einiger
spezieller Ratenmatrizen kénnen wir den Zeitschétzer mit expliziten Formeln aufschreiben; darauf
kommen wir spéiter zuriick.

5 Anwedung: Scorematrizen

Um Informationen iiber ein bisher unbekanntens Protein zu erhalten, wird oft eine Datenbanksuche
verwendet. Man hofft, in der Datenbank #hnliche und annotierte Sequenzen zu finden, so dass man
die Informationen, die iiber die Datenbanksequenzen (Subjects) vorliegen, auf die Anfgragesquenz
(Query) iibertragen kann. Um eine Datenbanksuche durchfiiren zu kénnen, benétigt man also ein
Ahnlichkeitsmaf fiir Sequenzen. Zum Beispiel berechnet der Smith-Waterman Algorithmus den Score
des besten lokalen Sequenzalignments zwischen Query und allen Subjects. Der Grundbaustein fiir
so ein Maf ist dabei ein Ahnlichkeitsma8l auf den individuellen Symbolen, in diesem Fall auf den
Aminosguren. Diese werden in einer sogenannten Scorematrix gespeichert, d.h., in einer Matrix (S;;),
die jedem Aminosiurepaar (i,5) einen Ahnlichkeitswert zuordnet. Wir beschéftigen uns jetzt mit der
Herleitung solcher Ahnlichkeitswerte.
Es bieten sich sofort einige ad-hoc-Methoden zu Berechnung dieser Werte an.

e Man setzt S;; = 1 und S;; = —1 fiir i # j. So lassen sich aber nur lange Strecken von identisch
konservierten Aminosauren finden.

e Man setzt S;; = 1 —x, wobei x die minimale Anzahl von Mutationen in einem fiir 7 codierenden
DNA-Triplett ist, um das Triplett in ein fiir j codierendes zu verwandeln. In diesem Falle gilt
also auch immer S;; = 1, und §;; liegt zwischen —2 und 0 fiir ¢ # j.

e Man beauftragt einen Experten, Ahnlichkeitswerte anhand der physikalischen und chemischen
Eigenschaften der Aminosiuren festzulegen. Das ist sicher im Prinzip eine gute Methode, doch
es wird schwer, die VerhaltnisméBigkeit aller 400 Werte zu gewahrleisten.

In der Tat hat sich eine andere Methodik zur Berechnung von Ahnlichkeitswerten durchgesetzt, die
auf Markovprozessen beruht. Die bekanntesten Scorematrizen sind die PAM- und die BLOSUM-
Familie, wobei die PAM-Matrizen in der Tat auf einem Markovmodell basieren, wiahrend die BLOSUM-
Matrizen anders berechnet wurden, sich aber auch in diesen Rahmen einordnen lassen.

Die Grundidee ist folgende: Ahnliche Aminoséuren werden hiufiger durcheinander ersetzt als
nichtiéihnliche. Diese Idee kann man umkehren und Ahnlichkeit iiber die Ersetzungswahrscheinlich-
keiten definieren. Wenn man aber nun das Paar (¢, 7) héufig (selten) aligniert beobachtet, kann das
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zwei Griinde haben: Erstens, ¢ und j sind #hnlich (unéhnlich). Zweitens, ¢ und j sind selbst héufige
(seltene) Aminosiuren. Daher nimmt man als Maf§ den Quotienten

P(X(0) =i, X(t) =
P(X(0) = i) - P(X (t)

ij i
7) T T

5) mP(t) 7T],P(t)
Der Zéahler gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Paar (7,j) in einem Sequenzpaar mit Zeitabstand ¢
zu beobachten, die nach dem Modell evolviert sind, und der Nenner gibt die Wahrscheinlichkeit an,
das Paar in unabhingigen Sequenzen zu beobachten. Die Gleichheit 7riPi(J?) = 7r]Pj(;t ) gilt wegen der
Zeitreversibilitat.

Der Score ist nun definiert als Logarithmus dieses Verhéltnisses.

bzw. als ein ganzzahliges gerundetes Vielfaches davon.

Der Score ist positiv, wenn das Paar (7, j) in evolutionir verwandten Sequenzen haufiger auftaucht
als in unabhéngigen und negativ, wenn es dort seltener auftaucht.

Zur Berechnung einer Scorematrix muss man eine passende Ratenmatrix (), die den Evolutions-
prozess beschreibt, aus bekannten Alignments schéitzen. Im Prinzip wurden die auftretenden Probleme
oben diskutiert; allerdings gibt es eine weitere Schwierigkeit. Der zeitliche Abstand des gemeinsamen
Vorfahren zweier alignierter Sequenzen ist nicht bekannt. Haben sich die Sequenzen vor t Zeitein-
heiten auseinander entwickelt, haben sie im zeitreversiblen Modell den Abstand 2t¢. Dieser muss fiir
jedes Sequenzpaar gleichzeitig mit den Modellparametern @) bestimmt werden. Das heif3t, wir haben
gleichzeitig ein Parameter- und ein Zeitschétzproblem. Hier greift man oft auf eine iterative Methode
zuriick, die mit sinnvollen Startwerten beginnt und dann zwischen beiden Schétzungen alterniert, bis
Konvergenz erreicht wird.

Ubung 9 (Scorematrix-Projekt). Dies ist ein langfristiges Projekt und eignet sich, wenn Sie z.B.
eine bestimmte Protein-Doméne analysieren wollen. Sammeln Sie Alignments von Instanzen dieser
Doméne. Schéitzen Sie daraus einen Markovprozess und eine doménenspezifische Scorematrix. Wenn
Sie jetzt mit einer Query, die diese Doméne enthélt, Datenbanksuche betreiben, verwenden Sie an den
entsprechenden Stellen in der Query Thre Scorematrix anstelle der BLOSUM o.4. Inwieweit verbessern
sich dadurch die Suchergebnisse in der Praxis?

6 Theorie: Wichtige evolutionire DN A-Modelle

Ein EMP ist durch seine zeitreversible kalibrierte Ratenmatrix () vollsténdig beschrieben, denn aus
Q@ lasst sich die stationdre Verteilung m, die auch Startverteilung ist, durch Losen der Gleichungen
m-Q =0, >, m = 1 gewinnen. Im folgenden betrachten wir zunéchst einige wichtige Modelle fiir
EMPs auf Nukleotiden.

6.1 Jukes-Cantor (JC)

Das einfachste Modell, das sogenannte Jukes-Cantor Modell, fiir einen EMP erhélt man durch der
Annahme, dass jede Art von Mutation mit der gleichen Rate « auftritt. Die Ratenmatrix hat dann
die Gestalt

-3 « « o

« —3a « «

Qo = o a =3a «
« a a —3a



Die stationére Verteilung ist die Gleichverteilung = = (i, i, %, %); die Bedingung der Zeitreversibilitét

ist offensichtlich erfiillt. Jetzt muss die Matrix noch kalibriert werden. Das fithrt auf % o= ﬁ oder

a= ﬁ. Es ist also fiir beliebige Zeiten t > 0:
-t _t ¢ t
100 300 300 300
A S i
— | 30 T90 300 300
Q= [ % A S

300 300 100 300
t t t =i
300 300 300 100
Aufgrund der einfachen Struktur von @, kann man exp(Q,) und daher auch exp(tQ) (durch

Diagonalisierung und Eigenwertanalyse) explizit berechnen. Man erhlt fiir die Zeit-t-Ubergangsmatrix
das Resultat

1-— 3at ag ag ag
P(t) _ ag 1-— 3at ag ag
at Qg 1-— 3at ag ’
a ag ag 1-— Sat
wobei . (—4t/300)
—exp(—4t
a = P - : (1)

6.2 Kimura 2-Parameter (K2P)

In Wirklichkeit treten nicht alle Arten von Mutationen gleich hiufig auf. Die Nukleotide teilen sich auf
in Purine (A,G) und Pyrimidine (C,T). Eine Mutation innerhalb einer Gruppe (A«<G; C<T) bezeich-
net man als eine Transition, eine Mutation zwischen den Gruppen als Transversion. Transversionen
treten seltener auf als Transitionen. Man legt daher verschiedene Raten fiir Transitionen («) und
Transversionen (8 < «) zugrunde. Ist die Nukleotidreihenfolge (abweichend von der alphabetischen
Ordnung) AGCT, schreibt sich die Ratenmatrix als

—(a+2p) a B B

Qup = o —(a+2p) B B

o g B —(a+28) o«
p p a —(a+27)

Dabei muss die Kalibrierungsbedingung o + 23 = ﬁ gelten. Schreibt man f = 7a mit 7 < 1 (z.B.
mit 7 = 1/2 ist eine Transversion nur halb so wahrscheinlich wie eine Transition), so folgt

o — 1 5= T
~100(1 + 27)’ ©100(1 427)°
Man kann nachrechnen, dass fir P(*) = exp(tQq.s) gilt:
1-— (at + 2bt) a¢ bt bt
p — at 1 — (ar + 2b) by b,
bt bt 1-— (at + th) Qg ’
by by at 1— (at + 2()1})
wobei
ar = (2B —ep) /4, E;:=1—exp(—2t(a+ 3)), (2)
b := e /4, e; =1 — exp(—4tf). (3)
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6.3 Weitere Modelle

Man kann die schon beschriebenen Modelle in zwei Richtungen verallgemeinern.

1. Man kann die Gleichverteilung als stationiire Verteilung beibehalten, aber fiir jeden Mutationstyp
eine andere Rate zulassen. Wegen der Detailed-Balance-Gleichung ist dann immer noch Q;; =
Qji; man betrachtet also allgemeine symmetrische Ratenmatrizen (6 Parameter, abhéingig durch
die Kalibrierungsbedingung, also 5 freie Parameter). Man spricht dabei vom symmetrischen
Modell (SYM).

2. Man kann auch vorschreiben, dass bestimmte (relative) Raten tibereinstimmen, aber die stati-
onire Verteilung freigeben. Dies definiert das Felsenstein-Modell (analog zu Jukes-Cantor) und
das Hasegawa-Kishino-Yano-Modell (analog zu K2P).

3. Im allgemeinen zeitreversiblen Modell (GTR; general time reversible) sind stationéire Verteilung
m und relative Raten beliebig. Man hat 3 freie Parameter fiir 7 und wie oben 5 freie Parameter
fiir die relativen Raten, also insgesamt 8 freie Parameter.

Auf Proteinsequenzen (20 Aminoséuren) verwendet man entweder nur ein (viel zu vereinfachen-
des) Jukes-Cantor-Modell (bei der Zeiteinheit 1 PEM ist die gemeinsame Rate dann o = 1/1900),
oder besser gleich ein GTR-Modell. Dieses lédsst sich wegen der grofien Parameterzahl aber nur noch
numerisch am Computer behandeln.

7 Theorie: Zeitschitzung mit EMPs

Sei ein EMP in Form einer Ratenmatrix @) gegeben. Seien A = (Ay,...,4,), B = (Bi,...,By)
zwei Sequenzen gleicher Lange n, die sich nach diesem Prozess entwickelt haben. Gem&fl dem Modell
betrachten wir nur Substitutionen, keine Insertionen und Deletionen. Unser Ziel ist, die Zeit ¢ (in
PEM), die vermutlich zwischen A und B liegt, zu schétzen. Achtung: Die Zeit ¢ hier entspricht 2t in
Abbildung 1. Die geschétzten Zeiten lassen sich dann als Distanzen fiir distanzbasierte Baumrekon-
struktionsmethoden verwenden.

Ein erster naiver Ansatz besteht darin, einfach die Anzahl d der Unterschiede zwischen A und
B zu zdhlen. Da im Mittel pro 1 PEM ein hundertstel Mutationsereignis stattfindet, erhélt man die

Zeitschétzung

1
t =~ 1004 PEM.
n

Diese Schétzung ist relativ grob, kann jedoch bei kurzen Divergenzzeiten ausreichend sein. Der Ansatz
beriicksichtigt aber nicht, dass im Laufe ldngerer Zeitrdume manche Mutationen, die stattgefunden
haben, durch Riicksubstitution wieder verschwinden. Das heifit, man beobachtet weniger Mutationen
als stattgefunden haben. Daher wird ¢ systematisch unterschétzt.

Bessere Schétzer leiten wir aus einem EMP-Modell mit Hilfe des Maximum-Likelihood-Prinzips
ab. Die Gesamtwahrscheinlichkeit des Auftretens von A und B mit ¢ Zeiteinheiten Abstand betréigt

n

p(4, Bit) = [] P(X(0) = A, X(t) = B) = || 7a, PY) -
k=1 k=1

Man beachte, dass die Zeitreversibilitat erlaubt, A und B zu vertauschen; die Wahrscheinlichkeit
andert sich dadurch nicht. Wir fassen p(A, B;t) als Likelihood-Funktion der zu schétzenden Zeit ¢
auf und suchen das ¢, mit dem die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungen maximal wird (Maximum-
Likelihood-Schiéitzer). Dort wo t +— p(A, B;t) maximal wird, wird auch der Logarithmus maximal. Die
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Terme 74, héngen gar nicht von ¢t ab. Gesucht ist also das Maximum der Funktion

L(t) = Z log (PIEQ’BJ :
k=1

Dies kann im allgemeinen Fall nur numerisch bestimmt werden: Man wertet die Funktion fiir viele
Werte von ¢ am Computer aus und sucht dann das Maximum.

Fiir einfache Modelle lédsst sich jedoch der Ausdruck L(t) direkt angeben. Wir betrachten das
Jukes-Cantor-Modell und das Kimura-Modell.

7.1 Die Jukes-Cantor-Korrektur
Im JC-Modell gilt nach Gleichung (1): P/’ = a; fir i # j und Py = 1 — 3a, . Sei d die Zahl der

7
Unterschiede in den Sequenzen A und B und n ihre jeweilige Linge. Es folgt

L(t) =d loga; + (n — d) log(1 — 3a).
Diese Funktion wird maximal fiir a; = d/(3n), also nach Gleichung (1) fiir

£(d) = —%0 log <1 - 4d) PEM. (4)

3n
Ist d < n, so gilt log(1 — (4d)/(3n)) =~ —(4d)/(3n) und daher in etwa die naive lineare Schitzung
t*(d) =~ (100d)/n. Fiir grolere Werte von d wichst t* aber schneller als der lineare Schétzer (siehe
Abbildung 2). Man spricht daher bei Gleichung (4) auch von der Jukes-Cantor-Korrektur (der linearen
Schétzung).

Jukes-Cantor-Korrektur des linearen Schaetzers
300

T T
— Jukes-Cantor—Korrektur
— - Linearer Schaetzer

250 |- b

Zeit in PEM
=
ol
o
T
|

100 N

50 — - i

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Verhaeltnis d/n

Abbildung 2: Linearer (naiver) Zeitschétzer im Vergleich zur Jukes-Cantor-Korrektur.

Achtung: Ist d/n > 3/4, so ist t*(d) nicht definiert (negatives Argument im Logarithmus). Das
macht auch Sinn: Selbst wenn B und A zufiillig ausgewiirfelt sind (also sicher keine evolutionire
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Verwandtschaft aufweisen), stimmen sie bereits nach dem Gesetz der grolen Zahl im Erwartungswert
in einem Viertel ihrer Positionen iiberein. Beobachtet man also d/n > 3/4, so ist t* = oo (nicht
verwandt) die sinnvollste Schétzung. Aus Sequenzen, die offensichtlich gar nichts miteinander zu tun
haben, ldsst sich ohnehin kein verniinftiger Baum schétzen.

7.2 Die Kimura-Formel

Im Kimura-Modell werden Transitionen und Transversionen getrennt betrachtet. Thre jeweiligen Raten
seien o und § = 7a mit 7 < 1. Angenommen, man beobachtet s Transitionen und v Transversionen
(und damit n — (s + v) Identitéiten). Es folgt

L(t) =slogas+ v logh; + (n — s — v) log(1 — a; — 2by),

wobei a; und b; durch die Gleichungen (2) und (3) gegeben sind. Fassen wir a; und b; als unabhéngige
Patameter auf, so wird £ maximal, wenn (was intuitiv einleuchtet)

s v
— — b = —.
G n’ t m
Man erhilt
1 2v v
tf = —-1 11— — ~-—==»0
5 4 0g< n> om 2
2 2 1 2
tao=—-1log(1-— sHv + - log 1- = %i:at.
4 n 4 n n

Mit der Kalibrierungsbedingung « + 25 = 1/100 folgt

tzwz—@ [2 log<1— 23+v> —|—log<1—20>} PEM.
n n

1/100 4
Approximativ sind das wiederum

1 100d
t%MPEMzﬁPEM,
n n

wobei d die Anzahl der Unterschiede der beiden Sequenzen ist.

8 Anwendung: ML-Phylogenie-Rekonstruktion

8.1 TUbersicht

Wir haben gesehen, dass man mit Hilfe eines EMP-Modells die evolutiondren Distanzen zwischen
gegebenen Sequenzen schétzen kann. Eine so gewonnene Distanzmatrix kann als Eingabe fiir distanz-
basierten Baumrekonstruktionsmethoden dienen (z.B. fiir den Neighbor-Joining-Algorithmus). Man
kann aber auch {iber einen EMP einen Baum direkt mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode
schitzen. Dabei geht man in mehreren Schritten vor.

1. Wahle eine Ratenmatrix ). Es wird angenommen, dass der Prozess an jeder Stelle innerhalb
des Baumes derselbe ist und durch () beschrieben wird.

2. Wihle eine Baumtopologie 7. Zu einer Baumtopologie gehort in diesem Fall die Baumstruktur
und die Zuordnung der einzelnen Sequenzen zu den Bléttern; siehe auch Abbildung 3.
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Abbildung 3: Die drei moglichen Topologien auf ungewurzelten Bidumen mit 4 Sequenzen a,b,c,d
(Quartette). Von links nach rechts: abl|cd, ac||bd, ad||be.

3. Fiir die gewdhlte Baumtopologie 7, bestimme mit Maximum-Likelihood die Léngen aller Kanten
(also die Distanzen zwischen benachbarten Knoten).

Im dritten Schritt erhélt man fiir eine gegebene Baumtopologie die beste Zuordnung an Kan-
tenldngen, die unter Modell @) moglich ist. Um den insgesamt plausibelsten Baum unter () zu finden,
muss man diesen Schritt fiir alle Topologien durchfithren. Wegen der exponentiell grolen Anzahl an
Topologien muss man in der Regel auf Heuristiken (z.B. Quartet-Puzzling, siche unten) zuriickgreifen.
Und wenn man den besten Baum unter ) gefunden hat, kann man wiederum versuchen, die Parameter
von @ zu verindern, um ein neues Modell zu bekommen, in dem noch bessere Bidume moglich sind
(in der Regel beschrinkt man sich aber auf ein festes vorgegebenes Q).

Eine Heuristik zum Bestimmen einer guten Topologie ist das Quartet-Puzzling. Bei N Sequenzen
insgesamt gibt es insgesamt (]Z ) Mboglichkeiten, 4 Sequenzen (Quartette) auszuwéhlen. Bei 4 Sequenzen
a,b,c,d gibt es drei mogliche Topologien: ab||cd, ac||bd, und ad||bc (siehe Abbildung 3). Man fiihrt
zunéchst die Maximum-Likelihood-Schétzung fiir alle 3(])[ ) Quartett-Topologien durch und versucht
dann mit geeigneten Methoden, den Gesamtbaum aus den besten der jeweils drei Quartetttopologien
konsistent zusammenzupuzzeln.

Die Maximum-Likelihood-Methode ist relativ langsam. Wenn die Modellannahmen stimmen, ist
sie konsistent (sie rekonstruiert bei unendlich vielen Daten den richtigen Baum), und erzielt schon bei
relativ kleinen Datenmengen annehmbare Ergebnisse. Allerdings ist die Methode relativ hilflos, wenn
die Annahmen (unabhéngige Sites, Ratenmatrix konstant im gesamten Baum) verletzt werden.

Zuriick zum Algorithmus. Insgesamt ist ein Baum im ML-Modell durch drei Arten von Parametern
gegeben: den EMP @, die Topologie 7, und die Kantenlingen L. Im folgenden gehen wir auf den
dritten Schritt des ML-Verfahrens genauer ein. Wie bestimmt man den Vektor L der Kantenldngen
bei gegebenem (Q, 7 ), so dass die Wahrscheinlichkeit der beobachteten Daten X unter allen (Q,7, L)
fiir freles L maximal wird? Sind v,w zwei benachbarte Knoten des Baumes (innere Knoten oder
Blétter), so sei L(v «» w) die Lénge der sie verbindenden Kante.

8.2 Optimierung der Log-Likelihood eines Baumes

Ist ein Baum (Q, 7, L) gegeben, kann man die Wahrscheinlichkeit der Daten (m Sequenzen Si, ..., Sp
der Lénge n, also n Alignmentspalten X7, ..., X,, jeweils der Linge m) berechnen. Dazu nimmt man
an, dass die Spalten (sites) unabhingig sind. Im folgenden geniigt es also, jeweils nur eine Site zu
betrachten. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ergibt sich dann als Produkt {iber alle Sites.

Die Likelihood eines Baumes (Q, 7, L) fiir gegebene Daten X ist die Wahrscheinlichkeit der Daten
unter dem Baum (@, 7, L). Sind Q und 7 fest, betachten wir die Likelihood-Funktion nur als Funktion
von L. Aus praktischen Griinden (Additivitét) betrachtet man den Logarithmus. Zu maximieren ist
also die Funktion

LY logP(X; | (Q,7T,L)).

i=1

20



Die Maximierung muss in der Regel numerisch durchgefiihrt werden. Wir wollen nur beschreiben, wie
man P(X; | (Q,7,L)) effizient ausrechnen kann (als Unterroutine fiir das numerische Optimierungs-
verfahren). Wir beschreiben das Verfahren fiir gewurzelte Badume. Bei ungewurzelten Bidumen mache
man einen beliebigen inneren Knoten zur Wurzel (dieser hat dann drei Kinder statt zwei). Wegen der
angenommenen Zeitreversibilitdt hingt das Ergebnis nicht vom ausgewé&hlten Knoten ab.

Sei v ein innerer Knoten und C'(v) die Menge der Kinder von v (Blétter oder wieder innere Knoten).
Fiir w € C(v) sei L(v — w) die durch L gegebene Linge der Kante v — w. Mit Py (v) bezeichnen wir
die Wahrscheinlichkeit des Teilbaumes unter v unter der Bedingung, dass das Symbol in v ein Y ist.
Ist b; das Blatt, an dem Sequenz j steht, so ist Px, ;(b;) = 1 und Py (b;) = 0 fiir Y # X; ;. Ist v ein

innerer Knoten, so folgt
= I XA Paw).
weCv) 2

Auf diese Weise kann man von den Blédttern aus bottom-up Py (v) fiir jeden Knoten v und jedes
Symbol Y berechnen. Schliefilich kennt man Py (r) fiir die Wurzel  des Baumes und alle Symbole Y.
Die Symbolverteilung an der Wurzel ist (wie iiberall) die stationdre Verteilung 7. Mit der Formel der
totalen Wahrscheinlichkeit folgt

P(X; | (Q,7T,L)) ZWPY

Diese Prozedur muss man fiir jede Spalte X; des Alignments durchfiithren und die resultierenden
P(X; | (Q,7T, L)) multiplizieren, bzw. ihre Logarithmen addieren.

Es ist offensichtlich, dass die Abhéngigkeit dieses Ausdrucks von L relativ kompliziert ist, und dass
numerische Methoden zur Maximierung erforderlich sind. Man benutzt ein iteratives Verfahren: Man
hélt alle Ldngen bis auf eine fest und optimiert die ausgewéhlte Linge. Dies wiederholt man mehrfach
fiir alle Kanten nacheinander, bis Konvergenz eintritt.

9 Theorie: Bootstrapping von Phylogenie-Algorithmen

Ein phylogenetischer Algorithmus antwortet nach der Eingabe mehrerer alignierter Sequenzen schlief3-
lich mit einem Baum. Dieser Baum ist eine Schéiitzung des “wahren” Baumes, aber man kann natiirlich
nicht garantieren, dass der wahre Baum gefunden wird. Es gibt viele Griinde, die dagegen sprechen.

e Die Anzahl ber beobachteten Daten (Alignment-Spalten) ist endlich.

e Die (expliziten oder impliziten) Modellannahmen, auf denen der Algorithmus beruht, treffen
nicht oder nur zum Teil zu.

e Der wahre Baum erfiillt kein greifbares Optimalititskriterium.?
Um es klar zu sagen: Gegen all dies ist man machtlos. Ebenso lassen sich folgende Fragen nicht
beantworten: Mit welcher Wahrscheinlichkeit rekonstruiert ein Algorithmus den wahren Baum? Mit
welcher Wahrscheinlichkeit liegt ein Split S im wahren Baum? Es gibt zwei Ausnahmefélle: (1) Man
hat die Welt erschaffen. (2) Man arbeitet auf nach einem bekannten Modell erzeugten synthetischen
Daten. Da (1) nicht zutrifft, werden in der wissenschaftlichen Literatur Algorithmen nach dem zweiten
Kriterium beurteilt; allerdings immer unter der Annahme, dass man das wahre Modell kennt. Das ist
bei realen (“natiirlichen”) Daten nicht der Fall.

Der Grund fiir die obigen Bemerkungen ist, dass leider Bootstrap-Werte bei phylogenetischen
Béumen manchmal so missverstanden werden, als beantworteten sie die genannten Fragen. In diesem

2Auch Charlie Chaplin ist einmal in einem Charlie-Chaplin-Contest nur Zweiter geworden.
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Abschnitt geht es jedoch um ein anderes Problem, und zwar die Storanfiilligkeit des verwendeten Algo-
rithmus gegeniiber kleinen Anderungen in den Eingabedaten. Ein Bootstrap-Wert liefert eine Aussage
iiber die dem Algorithmus inhérente Storanfilligkeit auf den gegebenen Daten. Ist ein Bootstrap-Wert
schlecht (klein), sollte man dem Ergebnis wenig Vertrauen schenken. Ist ein Bootstrap-Wert gut, sagt
er wenig aus iiber das Verhé&ltnis zwischen berechnetem Ergebnis und “Wahrheit”.

Das wird noch einmal besonders an folgendem Beispiel klar. Angenommen, ein Algorithmus igno-
riert die Eingabesequenzen bis auf ihre Anzahl m, und gibt stets einen festen Baum mit m Bléttern
aus. Dieser Algorithmus ist gegeniiber Anderungen der Eingabedaten in keiner Weise storanfillig und
alle Bootstrap-Werte werden bei 100% liegen. Es ist klar, dass der ausgegebene Baum fast nie dem
wahren Baum entspricht.

9.1 Der Bootstrap
Sei T'=T(X) ein Schitzer, der aus Eingabedaten X ein Objekt T" schiitzt. Zwei Beispiele:

1. X = (Xy,...,X,) ist ein Vektor von n Stichproben aus einer unbekannten Verteilung, und T
ein Schétzer fiir den Median der Verteilung (etwa der Median der Stichproben).

2. X = (X1,...,X,) ist ein multiples Alignment der Linge n von m Sequenzen (X; ist die i-
te Spalte des Alignments und somit ein Vektor von m Nukleotiden), und 7' ist ein Schétzer
(Algorithmus) fiir den phylogenetischen Baum dieses Alignments.

Ein Schétzer ist in der Regel um so besser, je mehr Daten zum Schétzen zur Verfiigung stehen.
Wire die Verteilung, aus der X erzeugt wurde, bekannt, konnte man sich beliebig viele weitere Daten
beschaffen, um (a) die Schétzung zu verbessern, und (b) durch wiederholtes Ziehen von n Stichproben
zu messen, wie stark der Schétzer bei n Stichproben noch variiert. Die wahre Verteilung ist aber
unbekannt. Daher hilft man sich mit einem Trick: Man zieht n “neue” Stichproben aus den gegebenen
Stichproben X (mit Zuriicklegen). Sei Y = (Y3,...,Y},,) eine solche Replizierung (re-sample). Ein
bestimmtes X; kann in Y mehrmals oder auch gar nicht enthalten sein.

Dieses re-sampling kann man beliebig oft durchfiiren. Angenommen, wir beschaffen uns R Repli-
zierungen Y' ... YE Auf jedes Y" (r = 1,...,R) kann man nun den Schitzer T anwenden und
erhilt R Schitzwerte T := T(Y"). Die Verteilung dieser R Schitzungen im Vergleich zur urspriing-
lich Schitzung T'(X) kann man benutzen, um die inhérente Variabilitit von 7" bei der Eingabe X
zu quantifizieren. Zum Beispiel kann man fiir ein Intervall I := [T(X) — §, T(X) + §| der Breite ¢
angeben, welcher Anteil der Schiatzungen 7" in I liegt. Diesen Anteil nennt man den Bootstrap-Wert
von I. Wie bereits erwdhnt bedeutet ein Bootstrap-Wert von 1.0 aber nicht, dass der wahre gesuchte
Wert in I liegt.

Bootstrap heifit Stiefelschlaufe. Man zieht sich an der Stiefelschlaufe (Y"),—1 . g aus dem Sumpf
der mangelnden Kenntnis der wahren Verteilung wie Miinchhausen an seinen Haaren. Die Idee wurde
urspriinglich 1979 von Bradley Efron vorgeschlagen.

Der Bootstrap ist nicht der einzige resampling plan. Es gibt zum Beispiel auch das Klappmesser
(Jackknife), bei dem man n Replizierungen der GroBe n— 1 betrachtet. Bei der i-ten Replizierung wird
X; aus den Daten weggelassen (leave-one-out). Mit diesen Replizierungen kann man genauso verfahren
wie beim Bootstrap. Nachteile beim Jackknife ist allerdings, dass die Anzahl der Replizierungen vor-
gegeben ist (R = n) und dass die Replizierungen eine andere Stichprobenzahl (n — 1) als das Original
(n) haben. Dafiir hingen die Replizierungen deterministisch von X ab.

9.2 Bootstrapping von Bidumen

Zum Bootstrappen von phylogenetischen Baumen benutzt man Replizierungen Y der Alignmentspal-
ten X, die die Eingabe des Originalproblems bilden. Im folgenden Beispiel betrachten wir m = 3
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Sequenzen der Liange n = 4 und R = 2 Replizierungen. Unter den Replizierungen sind die Spalten-
nummern angegeben, die dem Originalalignment entsprechen.

ACGT AAAC CGCA

B _ AAGT 1 AAAA 2 AGAA
i VO U (<1
1234 1112 2321

In der Realitét hat man natiirlich mehr und ldngere Sequenzen, und auch mehrere Replizierungen.
Aus jeder Replizierung Y wird nun mit demselben Algorithmus jeweils ein Baum 77 geschétzt und
mit dem Baum 7" = T'(X) aus den Orignaldaten verglichen.

Ublicherweise geschieht dieser Vergleich wie folgt: Jede Kante in T definiert einen Split der m
Eingabesequenzen. Ein Split ist eine Partition einer Menge M in zwei nichtleere disjunkte Teilmengen
My, Ms, deren Vereinigung M ergibt. In diesem Fall gehoren zu M; alle Sequenzen, die sich auf
derselben Seite des Baumes wie ein Endpunkt der Kante befinden, und zu M> die anderen Sequenzen.
Einen Split schreibt man als M| My, wie wir das auch bei den Quartetten in Abbildung 3 getan
haben. Fiir jede Kante von T" gibt man nun den Bootstrap-Wert des von ihr definierten Splits an. Ein
Wert von 0.8 bedeutet, dass derselbe Split in 80% aller Replizierungen vorkommt, also einigermafien
robust gegeniiber Resampling der Eingabedaten ist.

Bootstrap-Werte werden manchmal dazu benutzt, einen strikten Konsensus-Baum zu erzeugen.
Dabei entfernt man alle Kanten mit Bootstrap-Werten von weniger als 50% und verschmilzt deren
Enpunkte. Der resultierende Baum ist nicht vollstédndig aufgelost. Wenn zum Beispiel bei einem Quar-
tett in Abbildung 3 die mittlere Kante einen Bootstrap-Wert von 0.49 hat, wird aus dem Baum ein
sogenannter Stern-Baum (star tree) mit nur einem inneren Knoten, an dem die vier Blétter hingen.

10 Theorie: Statistik von Sequenzalignments

10.1 Motivation und Grundlagen

Wie bereits erwdhnt werden Datenbanken oft durchsucht, um zu einer Anfragesequenz (Query) ho-
mologe Datenbanksequenzen (Subjects) zu finden, um gegebenenfalls Informationen transferieren zu
konnen. Nun ist Homologie nicht dasselbe wie Sequenzédhnlichkeit, aber in der Regel wird man bei
geniigend grofer Ahnlichkeit sehr wohl auf Homologie schlieBen kénnen. Eine natiirliche Frage ist nun:
Wie grofi muss die Ahnlichkeit (beispielsweise ausgedriickt in dem Smith-Waterman Alignment Score
oder BLAST-Score oder in einem anderen Maf}) sein, damit dieser Schluss korrekt ist? Diese Frage
ist aber schwierig zu beantworten. In der Regel fragt man andersherum: Wenn zuféllige Sequenzen
mit der Query aligniert werden, wie grofl wird der Score dann noch? Man nennt alle Scores, die einen
Schwellenwert T iiberschreiten, signifikant, wenn T so gewihlt ist, dass zufillige Sequenzen nur eine
geringe Chance haben, diesen Score zu erreichen.

Betrachten wir diesen Rahmen noch etwas genauer: Wenn wir die Query mit einem Subject ver-
gleichen, gibt es zwei mogliche Wahrheiten (“true state of nature”): homolog oder nicht homolog. Das
Alignment liefert uns einen Score und damit eine Entscheidung: Ist der Score mindestens T, entschei-
det man sich, die Sequenzen als homolog anzusehen, ansonsten als nicht homolog. Vier Félle sind jetzt
moglich.

1. Die Sequenzen sind homolog und der Score ist mindestens T'. Die Sequenzen werden korrekt als
homolog klassifiziert (true positive).

2. Die Sequenzen sind nicht homolog und der Score ist kleiner als T'. Die Sequenzen werden korrekt
als nicht homolog klassifiziert (true negative).

23



3. Die Sequenzen sind nicht homolog und der Score ist mindestens 7'. Die Sequenzen werden in-
korrekterweise als homolog klassifiziert. Man spricht von einem Fehler erster Art oder auch von
einem false positive.

4. Die Sequenzen sind homolog, aber der Score ist kleiner als T'. Die Sequenzen werden filschlicher-
weise als nicht homolog klassifiziert. Man spricht von einem Fehler zweiter Art oder von einem
false negative.

Natiirlich m6chte man, dass beide Fehler moglichst selten vorkommen, aber man muss einen Kom-
promiss eingehen: Erhoht man den Schwellenwert, bekommt man weniger falsch positive, aber auch
weniger echt positive (also mehr falsch negative). Der einzige Weg, beide Fehler gleichzeitig zu verklei-
nern, besteht darin, die Entscheidungsgrofie moglichst gut zu wihlen. Die Smith-Waterman Alignment
Score hat sich in dieser Hinsicht prinzipiell bewéhrt, aber es ist wichtig, eine moéglichst gute Scorema-
trix zu wahlen. Dazu sind die oben diskutierten Methoden sehr gut geeignet.

Um das Signifikanzproblem statistisch zu behandeln, miissen wir noch einige Dinge prézisieren.
Dazu zwei wichtige Bemerkungen: Erstens, der Smith-Waterman Algorithmus sucht nach lokalen Ahn-
lichkeiten, nicht nach globalen. Zweitens, eine Scorematrix S () bezieht sich, wie oben beschrieben,
immer auf eine bestimmte evolutiondre Divergenzzeit t. Daher sind die Optionen, die man bei der
Entscheidung hat, nicht wirklich “homolog” und “nicht homolog”, sondern K; : “lokal verwandt mit
Divergenzzeit t” und H : “nirgends verwandt, d.h. iiberall verwandt mit Divergenzzeit co”. Natiirlich
werden H und K; fiir grole Zeiten ¢ zunehmend schwieriger zu trennen, d.h., es wird schwieriger,
beide Fehlerwahrscheinlichkeiten klein zu halten. Das Hauptproblem ist, dass man gerade an grofien
Divergenzzeiten t interessiert ist, um entfernt verwandte Sequenzen zu finden.

Im statistischen Sinne fithrt man einen Test zwischen der Nullhypothese H und einer Alternative
K; durch. Das Signifikanzniveau « ist gerade die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, bei Sequenzen, fiir die H wahr ist, die Entscheidung Ky zu treffen. Die gesamte Theorie
in diesem Abschnitt bezieht sich darauf. Insbesondere lassen sich folgende Fragen nicht beantworten,
da sie “inkorrekt gestellt” sind.

e Bei beobachtetem Score s, wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass H bzw. K; wahr ist? Diese
Frage kann nicht beantwortet werden, denn H ist entweder wahr oder nicht wahr; dafiir gibt es
keine Wahrscheinlichkeit. Man muss anderesherum fragen: Wenn H wahr ist, wie grof} ist dann
die Wahrscheinlichkeit, mindestens den Score s zu beobachten? Genau darum geht es in diesem
Abschnitt.

e Angenommen, K; ist wahr. Wie grof} ist die Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art, also die Wahr-
scheinlichkeit einen Score kleiner als s zu beobachten? Diese Frage ldsst sich nicht (ohne weiteres)
beantworten, weil K; ungeniigend spezifiziert ist, um daraus ein Modell abzuleiten. Das Problem
liegt in der lokalen Verwandtschaft. Erstreckt sich diese iiber einen kurzen oder einen ldngeren
Bereich der Sequenzen? Um typische Scores fiir verwandte Sequenzen auszurechnen, miisste man
sich hier festlegen. Obwohl Betrachtungen dieser Art sicherlich sinnvoll sind, findet sich dazu
bisher nichts in der Literatur.

Die einzige Frage, die sich mit statistischen Methoden behandeln lésst, ist also die oben erwéhnte
nach der Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art. Praktisch geht man wie folgt vor. Man simuliert Se-
quenzen unter der Annahme H und berechnet mit diesen den Smith-Waterman Alignment Score. Tut
man dies oft genug, kann man die Verteilung des Scores in einem Histogramm aufzeichnen und den
Schwellenwert T' so bestimmen, dass genau der gewiinschte kleine Anteil der Scores rechts von T liegt.
Nicht nur das: Fiir jeden beobachteten Score-Wert s lésst sich unter dem gewéhlten Zufallsmodell mit
Hilfe des Histogramms die Wahrscheinlichkeit Pz (Score > s) abschétzen.
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Definition 10.1 (p-value, Signifikanz). Der p-value eines beobachteten Scores s ist definiert als
die Wahrscheinlichkeit, mindestens diesen Score im Nullmodell zu beobachten,

p-value(s) := Py (Score > s).

Ein Score mit einem p-value von weniger als 0.05 wird in der Regel signifikant genannt; ein Score mit
einem p-value von hochstens 0.01 wird hochsignifikant genannt.

Ubung 10. Angenommen, die Scores sind ganzzahlig und im Wertebereich 0,1,2, . ... Angenommen
weiter, durch Betrachten eines Scorehistogramms stellen wir fest, dass in etwa P(Score = s) = 0.02 -
(0.98)° gilt. Man zeige, dass dies in der Tat eine Verteilung definiert () oo P(Score = s) = 1) und
bestimme den minimalen Schwellenwert 7', so dass P(Score > T") < 0.01.

Bemerkung: Man kann natiirlich nicht erwarten, dass die Scoreverteilung einer so regelméfligen
Form wie in dieser Aufgabe folgt. Allerdings liegt diese Form néher an der Realitdt, als man auf den
ersten Blick vermuten wiirde.

10.2 Nullmodelle

Oben haben wir gesagt, wir simulieren Sequenzen unter der Nullhypothese H : “Die Sequenzen sind
nirgends verwandt”. Um dieses aber konkret durchfiihren zu kénnen, brauchen wir ein Sequenzmodell,
das sogenannte Nullmodell. Ein Beispiel fiir Nullmodelle haben wir schon in Abschnitt 2 kennengelernt,
als wir Sequenzen mit Markovketten generiert haben.

Es liegt auf der Hand, dass am Ende die Signifikanzwerte der Datenbanksuchergebnisse (unter
Umsténden stark) vom Nullmodell abhéngen. Man kann also niemals pauschal sagen, ob etwas signifi-
kant oder nicht signifikant ist, sondern immer nur signifikant unter einem gegebenen Nullmodell. Zum
Gliick liegt bei vielen Anwendungen ein Nullmodell auf der Hand. Bei der Datenbanksuche ist das
leider nicht so, und es lohnt sich, dariiber nachzudenken.

Was passiert bei einer Datenbanksuche? Man vergleicht eine feste Query ) mit vielen Subjects
S1,...,9n. Das Ziel ist zu entscheiden, ob ein Score von s signifikant ist. Die Frage ist, signifikant
unter welchen Bedingungen? Allgemein fiir alle denkbaren Querys und Subjects (fester Liange)? Fir
festes @@ und alle Subjects? Fiir festes ) und festes Subject? Hier sind ein paar Moglichkeiten, ein
Nullmodell zu definieren.

Komplett randomisiert. Man erzeugt zwei zufillige Sequenzen fester Linge und mit vorgegebener
Aminosiureverteilung (Komposition) und berechnet die Scoreverteilung, d.h. man mittelt {iber
viele Querys und Subjects mit als bekannt angenommener Komposition.

Randomisierte Datenbank. Man hilt ) fest und erzeugt zufillige Subjects fester Komposition
und Lénge.

Individuell randomisierte Subjects. Man verwendet N Nullmodelle, eins fiir jedes Subject. In
jedem Nullmodel hélt man @ fest, und im i-ten Nullmodell verwendet man zufillige Sequenzen
als Subjects, die man durch Randomisierung von S; erzeugt.

Umgekehrte Subjects. Man hélt die Query fest und vergleicht sie mit den riickwérts gelesenen
Subjects der Datenbank. (Dieses Modell ist nicht stochastisch.)

In einigen Nullmodellen muss man sich Gedanken iiber die Komposition machen. Es ist sicher un-
realistisch, die Sequenzen gleichverteilt auszuwiirfeln (jede Aminosdure mit Wahrscheinlichkeit 1/20
auszuwihlen). Man konnte jetzt auf die Ergebnisse aus Abschnitt 2 zuriickgreifen und aus der Query
bzw. den Subjects ein Markovmodell schétzen und dieses zur Randomisierung verwenden. Im Regelfall
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wird aber das einfachere iid Modell verwendet, in dem Aminoséure ¢ an jeder Stelle mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit 7; auftritt.
Alle hier genannten Nullmodelle haben verschiedene Vor- und Nachteile.

Ubung 11. Diskutieren Sie die Modelle unter Gesichtspunkten wie Eignung fiir die Datenbanksuche,
Aufwand, Verhalten unter verschiedenen Queries mit sehr unterschiedlicher Komposition, etc.

10.3 BLAST-Statistik und Karlin-Altschul Theorie

Das Datenbanksuchprogramm BLAST verwendet das komplett randomisierte Nullmodell. Das bedeu-
tet insbesondere, dass die Signifikanzwerte iiberhaupt nicht von der Query abhéngen, mit der die
Datenbanksuche durchgefiihrt wird. Die BLAST p-values und E-values hdngen nur von der Linge
der Query und der jeweiligen Subjects ab. Das bedeutet unter anderem, dass einer ungewthnlichen
Querykomposition keine Rechnung getragen werden kann. Im Gegenzug bietet dieses Modell den Vor-
teil, dass man nicht fiir jede Query die Parameter der Scoreverteilung neu schitzen muss. Sind die
Parameter einmal bestimmt (sie hdngen nur von der Scorematrix und den Gapkosten ab), erhélt man
Signifikanzwerte ohne groflen Rechen- oder Simulationsaufwand.

Ein weiter Grund fiir die Wahl dieses Modells ist teilweise historisch: In der ersten Version fand
BLAST nur Alignments ohne Gaps. Fiir diese lésst sich im komplett randomisierten Modell eine ge-
schlossene mathematische Theorie entwickeln, die ganz ohne Simulationen auskommt. Die Hauptergeb-
nisse stammen von Amir Dembo, Samuel Karlin und Stephen Altschul; wir stellen sie hier zusammen.

Satz 10.2 (Karlin-Altschul Theorie fiir gaploses Alignment). Fiir zwei zufillige Sequenzen
der Langen m und n mit nach 7 iid verteilten Aminosduren und eine Scorematrix S mit negativem
erwartetem Score (3, ; mim;Si; < 0) gilt:

1. Die erwartete Anzahl der unabhingigen Matches (Alignments) mit Score grofier als T' zwischen
den beiden Sequenzen betrigt
pr := Kmnexp(—AT).

Dabei ist A > 0 die eindeutige positive Losung der Gleichung Z” mimj exp(AS;;) =1 und K > 0
eine Konstante, die ebenfalls nur von 7 und S abhéngt, und sich durch eine (komplizierte)
Reihenentwicklung darstellen lésst.

2. Die Anzahl der unabhingigen Matches ist approximativ Poisson-verteilt. Insbesondere gilt fiir
die Wahrscheinlichkeit, mindestens einen Match mit Score grofier als T’ zu beobachten,

P(Bestscore > T') = 1 — exp(—pr).

Diese Form der Verteilung in 7" nennt man auch Extremwertsverteilung (EVD, extreme value
distribution).

Ein paar Kommentare dazu:

e Die Resultate gelten asymptotisch, d.h. fiir n,m — oco. Fiir endliche Sequenzen sind sie nur
approximativ richtig und desto besser, je ldnger die Sequenzen sind.

e An der Form von pr sieht man, dass die erwartete Anzahl von Matches linear mit dem Produkt
der Sequenzldngen wéchst (also mit der Grofle des Suchraums). Das macht Sinn: Ein solcher
Match kann an jeder der mn moglichen Kombinationen von Startpositionen in den Sequenzen
beginnen, wenn man von Endeffekten absieht.

e Erhoht man den Scoreschwellenwert 7" um 1, fillt die erwartete Anzahl der Matches um den
Faktor exp(—A).
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e Wenn T so grof ist, dass 1 — exp(—py) sehr viel kleiner als 1 wird, gilt approximativ 1 —

exp(—pr) & pir, also
P(Bestscore > T') ~ Kmn exp(—\T),

d.h. auch die Wahrscheinlichkeit, dass das beste gaplose Alignment einen Score grofler als T
aufweist, fallt schliellich exponentiell mit 7'.

e Eine Verteilung, die sich fiir groBe 7' in der Form P(Score > T) ~ C - ¢* schreiben lisst (hier
C = Kmn und ¢ = exp(—A\)) nennt man im Englischen auch “geometric-like”, weil sie wie die
geometrische Verteilung fillt (einfach exponentiell mit 7).

e Aus den beiden letzten Kommentaren folgt insbesondere, dass es iiberhaupt keinen Sinn macht,
die Scoreverteilung durch eine Normalverteilung zu approximieren!

Der obenstehende Satz lédsst sich als exaktes mathematisches Resultat formulieren. Er ist jedoch
nicht auf Alignment mit Gaps anwendbar. Fiir diesem Fall ist die Theorie sehr viel schwieriger, und
es gibt bisher nur wenige Ergebnisse. In der Praxis hilft man sich wie folgt: Man nimmt an, dass
auch bei Alignments mit Gaps eine Extremwertsverteilung der Score vorliegt (dies wird in der Tat
durch Simulationen bestétigt, ist aber nicht mathematisch bewiesen) und steht nun vor der Aufgabe,
die Parameter K und A zu berechnen bzw. zu schitzen. In dem gewihlten Nullmodell (komplette
Randomisierung) héngen diese Parameter nur von der Scorematrix und den Gapkosten ab. Sie miissen
also nur einmal fiir jede Scorematrix geschétzt werden und koénnen dann immer wieder verwendet
werden. Die Schitzung geschieht, indem eine moglichst groie Zahl von Sequenzen zufillig erzeugt und
miteinander aligniert wird, und durch Betrachten des Scorehistogramms. Es gibt mehrere Verfahren,
die Parameter aus dem Histogramm heraus zu schétzen, doch diese sollen hier nicht vertieft werden.

Die Parameter K und A sind fiir die wichtigsten Scorematrizen im BLAST-Programm fest ver-
drahtet (d.h. sie stehen als Konstanten im Programmcode). Das ist auch der Grund dafiir, warum
man bei BLAST nur wenige Scorematrizen zur Auswahl hat.

10.4 Query-spezifische Signifikanzwerte

In vielen Fillen ist es besser, die Signifikanzwerte (p-values) Query-spezifisch zu berechnen, d.h. an-
stelle des komplett randomisierten Nullmodells das Modell mit randomisierter Datenbank, aber fester
Query zu verwenden. Im iibrigen erlaubt dieser Rahmen auch, PSSMs (position specific score matrices)
zu behandeln, so dass der Score-Vektor an jeder Stelle der Query ein anderer sein kann (mit gewissen
Einschrénkungen).

Es ist unwahrscheinlich, dass man in diesem Fall eine gute mathematische Theorie fiir die Score-
verteilung entwickeln kann, da sehr viele Parameter (neben der Scorematrix die gesamte Querysequenz
bzw. die PSSM) berticksichtigt werden miissen. Andererseits ist man an der genauen Form der Vertei-
lung nicht interessiert. Man mochte ja den Schwellenwert T' berechnen, so dass P(Score > T') = 0.01
gilt; statt 0.01 ist oft ein noch kleinerer Wert von Interesse. Das bedeutet, man interessiert sich nur
fiir das Verhalten der Verteilung fiir grofie 7. Hier kann man fragen: Wenn man schon weif}, dass der
Score des besten Alignments mehr als s betrigt, wie grofl ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass er
sogar mehr als s + 1 betragt? Nennen wir den zusétzlichen Faktor g:

P(Score > s + 1)
P(Score > s)

P(Score > s+ 1 | Score > s) = =:qg<1

Man kann nun argumentieren, dass dieses Verhéltnis unabhéngig von s ist, sobald s grof§ genug ist.
Statt ¢ schreibt man exp(—\) mit einem A > 0 und erhélt

P(Score > T') = C exp(—AT) (T groB)
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mit einer Konstanten C' > 0. Jetzt hat man fest dieselbe Form wie in der Karlin-Altschul Statistik fiir
groBe T'. Man kann auch noch C' = Kn setzen, wobei n die Subject-Léinge ist. Den Faktor m (Query-
Lénge) aus der Konstanten herauszuziehen, macht in diesem Fall keinen Sinn, da die Konstanten K
und A jetzt von der gesamten Querysequenz abhéngen und nicht nur von ihrer Lénge.

Es stellt sich die Frage nach der praktischen Berechnung der Query-spezifischen Parameter K und
A. Man muss in diesem Fall auf Simulationen zuriickgreifen. Das Problem ist, dass das Hauptinteresse
den seltenen Ereignissen gilt (Score > T fiir groe T'), d.h., man muss sehr lange simulieren, bis
ein solches Ereignis zufillig auftritt und noch ldnger, um die Wahrscheinlichkeit prézise schitzen zu
konnen. Die Simulationen zur Bestimmung der Parameter konnten in diesem Fall ldnger dauern als die
Datenbanksuche selbst, was in der Praxis sicherlich unvertretbar ist. Das ist auch der Grund, warum
momentan in der Praxis keine Query-spezifischen p-values verwendet werden.

10.5 Mehrfaches Testen und E-Values

Bei der Datenbanksuche ergibt sich (unabhéngig vom gewihlten Nullmodell) ein weiteres Problem:
Man vergleicht die Query ja nicht mit nur einem Subject, sondern mit (hundert)tausenden. Man hat
also das Problem das mehrfachen Testens.

Nehmen wir an, wir suchen mit der Query gegen eine Datenbank, die nur aus zufilligen Sequenzen
besteht. In diesem Sinne kann kein echter Treffer dabeisein, aber einige Scores kénnen durch Zufall so
hoch sein, dass sie wie wirkliche Treffer aussehen. Selbst wenn der Schwellenwert T fiir jedes einzelne
Subject so gewihlt ist, dass die Chance nur p (der p-value, z.B. 0.01) ist, ist die Chance, dass es unter
allen N Subjects mindestens ein solches gibt, natiirlich viel hoher. Die erwartete Anzahl an Subjects
mit Score grofler als T' ergibt sich als

FE := Np.

Die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens ein solches Subject gibt, betrigt
P:=1—-(1-pN ~1—exp(—Np) ~ Np.

Die letzte Approximation gilt fiir kleines Np (sehr viel kleiner als 1).

In diesem Zusammenhang nennt man p auch oft den Sequenz-p-value, P den Datenbank-p-value,
und E den (Datenbank-)E-value. Der Scoreschwellenwert 7" wird z.B. so gewéhlt, dass E = 0.01 gilt, so
dass man zufillige Treffer weitgehend ausschlielen kann. Betrachten wir dies am Beispiel der BLAST-
Statistik. Wir hatten gesehen, dass hier mit als bekannt vorausgesetzten Konstanten A > 0 und K > 0
fiir eine Query der Lange m und ein Subject der Léange n gilt:

p=p(T) = Kmnexp(—AT) (T groB).

Eine Datenbank der Gesamtgrofle D kann man beim Suchen gegen ein Subject der Lénge n als eine
Menge von N = D/n Sequenzen derselben Linge n auffassen. Damit ergibt sich

E =E(T)~ KDmexp(—AT) = 0.01,

und daraus der Schwellenwert
_ 1og(100 K Dm)

T=—"——"7
A
Ubung 12. Ermitteln Sie die Gesamtzahl D der Aminoséuren in der aktuellen SWISSPROT Release
und die Konstanten K und A fiir die BLOSUM 62. Bestimmen Sie den Schwellenwert T fiir Queries

der Léngen 100, 200 und 500.
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Ubung 13. Vor zehn Jahren war eine hypothetische Datenbank DBX noch so klein, dass ein Score
von 57 als signifikant bezeichnet wurde (7' = 55). Durch Experimente wurde bestéitigt, dass es sich
um eine echte Homologie handelte. Inzwischen ist die Datenbank (also die Grofie D) jedoch soweit
gewachsen, dass T' = 60 gilt, und die genannte Homologie durch die Datenbanksuche nicht mehr
gefunden wird. Das Signal ist gewissermaflen im Rauschen der Datenbank untergegangen. Sollte man
also den Datenbanken statt dessen keine neuen Sequenzen hinzufiigen?

Die Politik hat das Problem erkannt und berit einen Gesetzesentwurf, die Maximalgréfie von
Datenbanken zu begrenzen und lieber mehrere kleine Datenbanken zu verwenden. Als Bioinformatik-
Experte werden Sie um eine Stellungnahme gebeten.

11 Theorie: Verfahren des Maschinenlernens

Der Begriff “Maschinenlernen” (machine learning) ist eigentlich nur ein besser klingender Ersatz fiir
“Datenanalyse” (data analysis) oder “Approximation von Funktionen”.

Nach einer Einfithrung der Grundbegriffe stellen wir neuronale Netze und Support Vector Machines
als Methoden vor. Das Anwenden fertig trainierter Modelle ist dabei relativ einfach; das Trainieren
selbst geht iiber den Rahmen dieses Kurses hinaus.

11.1 Grundbegriffe

Klassifikation und Regression. Wir unterscheiden zunéchst zwei Arten von Lernproblemen: Klas-
sifikation und Regression.

Bei der Klassifikation geht es darum, Eingabedatensiitze (Stichproben, samples) einer von endlich
vielen verschiedenen Klassen zuzuordnen. Insbesondere betrachten wir das bindre Klassifikationspro-
blem, in dem es nur zwei Klassen gibt (oft + und — genannt). In der Krebsdiagnose konnten die
Stichproben zum Beispiel Bilddaten oder Genexpressionsdaten von Zellen sein, und die moglichen
Klassen kénnten “gesund (—)” und “Tumor (+)” sein. Klassifikationsprobleme treten sehr héufig in
der Bioinformatik auf. Zum Beispiel ldsst sich auch eine Datenbanksuche so auffassen; jede Daten-
banksequenz soll als verwandt (4) oder nicht verwandt (—) zur Query klassifiziert werden.

Regressionsprobleme treten weniger hiufig auf. Hier soll statt einer Klasse eine beliebige Funktion
der Eingabedaten zu schéitzen, zum Beispiel die voraussichtliche Lebenserwartung.

Wir beschrinken uns auf bindre Klassifikationsprobleme. Mehrere Klassen kénnen oftmals durch
wiederholte binére Klassifikation behandelt werden (one-versus-rest, all-pairs-one-versus-one).

Uberwachtes und uniiberwachtes Lernen. Bei der Klassifikation unterscheiden wir zwischen
iberwachtem Lernen (supervised learning) und uniberwachtem Lernen (unsupervised learning).

Der {iberwachte Lernproblem ist in der Regel einfacher. Wir bekommen einige Datenséitze mit
ihrer korrekten Klasse zur Verfiigung gestellt und kénnen daraus unsere Schliisse ziehen. Der Lernen-
de (das Computerprogramm) kann so lange trainiert werden, bis er zumindest diese Trainingsdaten
einigermaflen korrekt klassifizieren kann.

Beim uniiberwachten Lernen sind die korrekten Klassen unbekannt. Das Programm soll von sich
aus feststellen, ob sich die gegebenen Samples “auf natiirliche Weise” in zwei oder mehr Klassen
einteilen lassen. Was “auf natiirliche Weise” bedeutet, ldsst sich hdufig nur mit problemspezifischem
Fachwissen genau definieren. In der Regel verwendet man hier Clustering- Verfahren, die sukzessive
“ghnliche” Samples zu einer Klasse zusammenfassen. Auf diese gehen wir hier nicht niher ein.

Betrachten wir das iiberwachte Klassifizierungsproblem etwas genauer: Ein Datensatz x stammt
aus dem Merkmalsraum (feature space) X und gehort einer Klasse y = y(x) € {—1,+1} an. Der Merk-
malsraum A" kann relativ kompliziert aufgebaut sein (Bilddaten, reelle Zahlen wie Grofle oder Gewicht,
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Sequenzdaten, etc.) und umfasst alle potenziell méglichen beobachtbaren Datensétze. Eine Entschei-
dungsregel ordnet jedem moglichen x € X eine Klasse y € {0, 1} zu, partioniert also den Raum X" in
einen “positiven” Bereich X+ und einen “negativen” Bereich X~. Wann ist eine Entscheidungsregel
gut? Sie sollte auf jeden Fall die gegebenen Trainingsdaten relativ korrekt klassifizieren.

Das fiihrt auf folgende (schlechte) Idee fiir eine Entscheidungsregel: Fiir jeden zu klassifizierenden
Datensatz x, schaue nach, ob x in den Trainingsdaten vorkommt. Wenn ja, klassifiziere x dement-
sprechend; ansonsten klassifiziere x als “negativ’. Offensichtlich werden alle Trainingsdaten korrekt
klassifiziert, aber alle neuen Datensétze werden blind als “negativ” klassifiziert. Wir haben also aus
den Trainingsdaten nichts gelernt; wir haben nicht generalisiert. Man spricht hier auch von overfitting.
Wir haben die Trainingdsaten perfekt gelernt, aber vermutlich nicht die essentiellen Merkmale der
positiven und negativen Klasse extrahiert.

Es folgt: Eine gute Entscheidungsregel ist gekennzeichnet durch

1. Korrekte Klassifizierung der Trainingsdaten
2. Generalisierungsfihigkeit (geringe Komplexitiit der Teilriume X' und X ™).

Der zweite Punkt ist im Grunde dquivalent zu Occam’s Razor: Wenn es zwei Entscheidungsregeln
gibt, die auf den Trainingsdaten gleich gut abschneiden, so ist die “einfachere” vorzuziehen.

Wir gehen im weiteren davon aus, dass sich die Eingabedaten als Vektoren in X = R™ (also als
n-dimensionale reellwertige Vektoren) beschreiben lassen. Dies kann durch geeignete Einbettungsver-
fahren erreicht werden. Das Problem, z.B. Sequenzdaten einzubetten, ist allerdings subtil und erfordert
oft problemabhéngige Losungen.

11.2 Methoden

Lineare Trennung. Die einfachste Art, X = R" in zwei Bereiche zu teilen, ist, den Raum mit einer
Hyperebene zu zerschneiden. Abbildung 4 veranschaulicht dies fiir n = 2. Wenn sich die Daten x € X,
die zu verschiedenen Klassen gehoren, iiberhaupt linear trennen lassen, ist dies eine gute Losung. Eine
Hyperebene im R™ wird durch eine Gleichung der Form (z,w) + b = 0 beschrieben. Dabei ist w € R™
der Normalenvektor der Ebene und b ein Lageparameter. Die Ebene wird also durch n + 1 Parameter
beschrieben.

Um die Klassifikation moglichst robust zu machen, moéchte man die Ebene so legen, dass ihr
Abstand (margin) zu den nichstgelegenen Trainingspunkten moglichst grofi wird. Dies ldsst sich durch
Losen eines quadratischen Optimierungsproblems erreichen.

g [

Abbildung 4: Lineare Trennung der Klassen durch eine Hyperebene. Links: Unrobuste Trennung (klei-
ner Margin). Rechts: Robuste Trennung (grofier Margin).
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Abbildung 5: Lineare Trennung ist unméglich.

Leider eignet sich die lineare Trennung kaum in der Praxis, denn bereits sehr einfache Trainings-
datensiitze im R? sind nicht linear trennbar (Abbildung 5). Wir benétigen also nichtlineare Entschei-
dungsregeln (die aber wegen der Gefahr des Overfittings nicht zu kompliziert werden diirfen).

Neuronale Netze. Die typische Architektur eines neuronalen Netzes ist in Abbildung 6 dargestellt.
In der Eingabeschicht (input layer) finden wir die Merkmalskomponenten x = (z1, ..., z,) € R™. Diese
werden iiber verschiedene Gewichte w;; und nichtlineare Transfer-Funktionen f; wie folgt zu neuen
Werten gy, im sogenannten hidden layer verkniipft:

e = fe(br + D @i wi).

Die Nichtlinearitat entsteht also nur durch die Transferfunktion. Ein typisches Beispiel ist die Funktion

2

fa) = 1

I

die [—o0, +00] nichtlinear auf [—1,1] mit f(0) = 0 abbildet. Statt nur einem hidden layer kann man
mehrere hintereinander verwenden. Die Anzahl der Knoten in den hidden layers sollte zur Ausgabe-
schicht (output layer) hin immer kleiner werden. Dies entspricht intuitiv einer Informationsverdichtung
der Eingabedaten auf die essentiellen Merkmale, die fiir die Klassifikation entscheidend sind.

Zur Klassifikation in der Ausgabeschicht verwendet man in der Regel den Wert

z = sign(c + Z Yk - Vk)-
k

Dabei sind yj, die Werte in den Knoten des letzten hidden layers, vy deren Gewichte, ¢ eine additive
Konstante, sign die Vorzeichenfunktion, und z € {—1,0,+1} die Klassenvorhersage. Im Falle z = 0
oder |z| & 0 ist das neuronale Netz unsicher.

Beim Trainieren des Netzes miissen die Gewichte so gewihlt werden, dass die Trainingsdaten
moglichst korrekt klassifiziert werden. Man fingt dabei meist mit zufilligen Gewichten an. Das fiihrt
zu Klassifikationsfehlern. Durch Zuriickverfolgen (backpropagation) des Fehlers zu seiner Ursache (ein
falsch eingestelltes Gewicht) werden die Gewichte nach und nach angepasst.

Bei neuronalen Netzen wird oft beméngelt, dass sich die Werte in den Hidden layers und die
Gewichte nicht direkt interpretieren lassen. Man spricht auch von einer Black-Box-Methode.

Support Vector Machines. Support Vector Machines beschreiten einen anderen Weg, um eine
nichtlineare Entscheidungsregel zu finden. Die Idee ist, eine lineare Entscheidungsregel auf geeignet
transformierten Eingabedaten anzuwenden. Dazu wéihlt man eine geeignete Abbildung g : X — H,
wobei H ein hochdimensionaler (eventuell unendlichdimensionaler) Hilbertraum ist. Der Ausdruck
Hilbertraum besagt, dass auf H wieder ein Skalarprodukt (u,y) fir u,y € H definiert ist. In die-
sem Zusammenhang nennt man X auch Eingaberaum (input space) und H Merkmalsraum (feature
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Abbildung 6: Ein typisches neuronales Netz.

space). Merkmale sind hier also die schon transformierten Eingabedaten. Ist H von geniigend grofler
Dimension, ist die Chance grof}, dass sich die beiden Klassen in H linear trennen lassen, obwohl dies
im Eingaberaum X nicht moglich war.

Die Klassifikation erfolgt in die Klasse

y(z) := sign(c + (w, g(x)))

mit einem durch Training zu bestimmenden Gewichtsvektor w € H. Hier ist (-,-) das in H definierte
Skalarprodukt. Eine schone Eigenschaft dieser Formulierung ist, dass sich das Argument der Signum-
Funktion als Summe von Skalarprodukten der transfomierten Trainingsdaten (¢, ), t = 1,...,T,
mit x; = (241, ..., %) schreiben ldsst (hier ohne Beweis):

T
y(x) = sign (c +) ey <g(ﬂfi),g(ﬂ€)>> :

t=1

Daraus folgt, dass man sich iiber die Transformation g keine Gedanken machen muss. Es geniigt,
die Kernel-Funktion

K(zi,x) = (9(x:), 9(x))
zu studieren, die gewissermaflen das Skalarprodukt auf dem unbekannten hochdimensionalen Raum
H emuliert, ohne dass man H kennen muss. Wenn man nachweisen kann, dass eine Funktion K einige
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Abbildung 7: Der Kernel-Trick bei SVMs.

leicht nachzurechnende Eigenschaften hat, so gibt es automatisch irgendeinen Raum H mit den ge-
nannten Eigenschaften. Das Vorgehen, eine lineare Trennung in einem unbekannten hochdimensionalen
Raum durchzufithren, nennt man auch den Kernel-Trick, siche Abbildung 7.

Haufig verwendete Kernelfunktionen sind

K(z,y) == 1+ (z,9))",
K({L‘, y) = tanh(<x7y> - 5)7
K(z,y) = exp(—|lz — 2[]*/(20%)).

Achtung: Das Skalarprodukt in diesen Kernels ist das im Raum X.
Man erhélt also die Entscheidungsregel

T
y(x) = sign (c + Z YRR K(ac,,x)) :

t=1

Ein weiterer positiver Aspekt dabei ist die Tatsache, dass viele oy verschwinden. Die Trainingsdaten
(¢, y¢+) mit ay # 0 sind gerade diejenigen, die in H am Rand der Klassen liegen, also die trennende
Hyperebene definieren. Man nennt die entsprechenden x; daher auch die support vectors, daher der
Name “Support Vector Machine”.

Das Bestimmen der Gewichte a; lédsst sich leicht durch Losen eines quadratischen Optimierungs-
problems bewerkstelligen. Als undurchsichtig bei SVMs gestaltet sich die Wahl des Kernels. Ist die-
ser jedoch einmal gewéhlt, sind alle verbleibenden Parameter geometrisch interpretierbar. Es kann
natiirlich auch der Fall eintreten, dass die Klassen fiir keine Kernel-Wahl linear trennbar sind. In dem
Fall kann man Klassifikationsfehler zulassen und beispielsweise die beste trennede Hyperebene mit
maximal einem oder zwei Klassifikationsfehlern bestimmen.
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